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摘 要

我们首先介绍了联系特征 0 域与特征 p 域的倾斜 (tilting) 和逆倾斜 (untilting) 操

作, 随后介绍进制空间版本的 Fargues-Fontaine 曲线 X 和以及任意局部域的情形. 通

过一些 p 进分析的手段, 我们分析了 p 进全纯函数环 B 的结构, 并给出了概形版本的

Fargues-Fontaine 曲线 X “参数化”所有逆倾斜的证明. 我们计算了 X 的 Picard 群和

线丛的上同调, 并给出了 X 上的 Harder-Narasimhan 分解; 更进一步, 类比于黎曼球面,

我们不加证明地陈述在 X 上每一个向量丛都能分解为半稳定向量丛的直和, 并由此导

出 X 是几何单连通的结果. 以上述的所有结论并非原创, 本文的主要参考是 [Lur].

关键词: 倾斜; 逆倾斜; Fargues-Fontaine 曲线
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Abstract
First, we introduce the tilting and untilting operations between the field of charac-

teristic 0 and the field of characteristic p. Then, we discuss the adic space version of the

Fargues-Fontaine curve X in the context of any local field. Using some p-adic analysis

techniques, we analyze the structure of the p-adic analytic function ring B and give a

proof of the Fargues-Fontaine curve X parameterizing all untilts (as a scheme). We cal-

culate the Picard group and the cohomology of line bundles on X and give the Harder

Narasimhan decomposition of X. Furthermore, by analogy with the Riemann sphere, we

state without proof that every vector bundle on X can be decomposed into a direct sum

of semistable vector bundles, which leads to the geometric simply connectedness of X.

All these results are not the author’s original work, our main reference is [Lur].

Keywords: Tilting; Untilting; Fargues-Fontaine curve
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第一章. 绪论

第一章 绪论

1.1 选题背景与意义

Fargues-Fontaine 曲线（以下简称为 FF curve）首次被 Laurent Fargues 和 Jean-

Marc Fontaine一同发现,被认为是 p进算术几何中的基本曲线 (fundamental curve). 目

前, Fargues-Fontaine曲线在算术几何中扮演着越来越重要的角色,对于了解 p进 Hodge

理论、Langlands 纲领等方面都有着重要的应用.

除了 Fargues-Fontaine曲线本身的研究,与之相关的工作还包括对于其上的向量丛、

线丛、Hodge-Tate表示等的研究, 以及与 p-可除群、p-进 Galois表示等的联系等方面的

研究.

1.2 研究现状和相关工作

在这里简单罗列一些 Fargues-Fontaine 曲线的应用:

• 在 [FF18] 中, Fargues 和 Fontaine 利用曲线给出了 p 进 Hodge 理论的两个主要定

理的证明, 即 weakly admissible implies admissible 和 de Rham implies potentially

semi-stable.

• Fargues 通过该曲线重新证明了局部类域论.

• Fargues 和 Scholze 在 [FS21] 中对于局部 Langlands 对应应用了几何的想法. 他们

方法的哲学大致可以描述为

{
局部 Langlands of Qp

}
∼=
{
几何 Langlands of X

}
.

1.3 本文的论文结构与章节安排

本文共分为五章, 各章节内容安排如下:

第一章绪论.

第二章第一节给出倾斜与逆倾斜的定义. 证明特征 0 的完美胚域都通过倾斜得到特

征 p 的完美胚域. 第二节引入 Witt 向量环, 并通过 distinguished 元素分类所有逆倾斜.

第三节定义进制空间版本的 Fargues-Fontaine 曲线. 第四节讨论任意局部域的情形.

第三章第一节通过范数给出环 B 的等价定义. 第二节引入 BdR 定义曲线上的除子,

并分析分次环
⊕

n∈ZB
φ=pn 的结构. 第三节我们证明两个第二节用到的定理.

第四章第一节我们计算曲线 X 的 Picard 群并计算它们的上同调. 第二节我们给出
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X 上的 Harder-Narasimhan分解. 第三节我们引入 F -等晶体来分类所有 X 上的向量丛

并以此证明 X 的几何单连通性.

附录中我们不加证明的引用进制空间的结论.

2



第二章. Fargues-Fontaine 曲线的构造

第二章 Fargues-Fontaine 曲线的构造

2.1 倾斜

在以下两节中, 我们在完美胚域的背景下介绍倾斜和反倾斜的操作.

记号 2.1. 我们称在域 K 上有赋值 | • | : K → R≥0 且 K 关于该赋值完备, 为完备赋值

域 K. 我们用 OK 表示 K 的整元素子环, 用 mK 表示 OK 的极大理想, 用 k = OK/mK

表示 K 的剩余域. 若一个完备赋值域的剩余域 k 的特征为 p, 则称其为剩余特征为 p的

完备赋值域.

设 K 是剩余特征为 p 的完备赋值域, 我们用 K♭ 表示逆极限 (集合意义上的)

· · · x 7→xp−−−→ K
x 7→xp−−−→ K

x 7→xp−−−→ K,

其中的元素可以被表示为 {(x0, x1, · · · ) | xi = xpi+1}. 我们对其装备逐项的自然乘法

{xi}i≥0 · {yi}i≥0 = {xiyi}i≥0,

从而我们可以将 K♭ 看作一个交换幺半群, 但是我们也可以在 K♭ 上赋予一个自然的加

法, 使得 K♭ 成为特征为 p 的域, 我们称之为域 K 的倾斜 (tilting). 我们用 O♭
K 表示由

OK 的元素组成的 K♭ 的子集, 并在 OK 的层面上证明它.

定理 2.2. 设 K 是如上所述的剩余特征为 p 的完备赋值域, 则自然映射 OK → OK/pOK

诱导了一个双射

O♭
K → lim←−(OK/pOK

x 7→xp−−−→ OK/pOK
x 7→xp−−−→ · · · ).

证明. 如果 K 的特征为 p, 则无需证明. 因此, 我们假设 K 的特征为 0. 由于 K 是完备

的, 子环 OK 同构于逆极限 lim←−nOK/p
nOK . 一个基本的观察是, 对于任意的 x, y ∈ OK ,

我们有

(x ≡ y (mod pn−1))⇒ (xp ≡ yp (mod pn)).

这个事实保证了这是一个双射. 为了更明确地写出来, 我们用 Z(n) 表示集合的逆极限

· · · → OK/p
nOK

x 7→xp−−−→ OK/p
nOK

x 7→xp−−−→ OK/p
nOK .

那么 O♭
K 同构于逆极限 lim←−n Z(n), 我们要证明的是映射 O♭

K → Z(1) 是一个双射. 我们

3
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只需证明每个过渡映射 Z(n) → Z(n − 1) 是一个双射. 图形上, 我们只需证明在水平方

向上取逆极限后, 以下图表诱导出同构.

· · · OK/p
nOK OK/p

nOK OK/p
nOK

· · · OK/p
n−1OK OK/p

n−1OK OK/p
n−1OK

x 7→xp x 7→xp

x 7→xp x 7→xp

根据我们的基本观察, 虚线箭头是唯一的, 因此它在取逆极限后诱导同构.

推论 2.3. 设 K 是剩余特征为 p 的完备赋值域. 则我们得到一个特征为 p 的交换环

O♭
K. 具体来说, 乘法是逐项的, 加法是通过前面定理中的双射（唯一地）得到的, 满足

{xn}n≥0 + {yn}n≥0 = {zn}n≥0 ⇒ xn + yn ≡ zn (mod p).

注 2.4. 实际上, 加法可以更加明确地写出来. 设 {xn}n≥0, {yn}n≥0 是 O♭
K 中的两个元素,

{zn}n≥0 = {xn}n≥0 + {yn}n≥0. 写成 zm = xm + ym + pw 的形式, 其中 p 是剩余特征为 p

的情况下的素数, w ∈ OK . 我们有

z0 = zp
m

m

= (xm + ym + pw)p
m

=

pm∑
i=0

(
pm

i

)
(pw)i(xm + ym)

pm−i

≡ (xm + ym)
pm (mod pm).

当m→∞时, z0由极限 limm→∞(xm+ym)
pm 给出. 同样地,每个 zn由极限 limm→∞(xn+m+

yn+m)
pm 给出.

设 K 是剩余特征为 p 的完备赋值域. 我们定义一个乘法映射 ] : K♭ → K, 它

由 x♯ = {xn}n≥0 7→ x0 给出. 根据定义, 它是乘性的. 对于每个 x ∈ K♭, 我们定义

|x|K♭ = |x♯|K .

例 2.5. 设 K = Qp 是 p-进有理数, 则 O♭
K = Fp, ] : Fp → Zp 是 Teichm�uller 提升. 引入

完美胚域的一个目的是保证它的倾斜足够大, 以至于有足够的有趣性质.

定义 2.6. 一个完美胚域是一个带有赋值 | · |K : K → R≥0 的完备赋值域 K, 满足以下条

件:

(A1) 剩余域 k = OK/mK 的特征为 p. 等价地, 该赋值是非阿基米德的, 或者 |p|K < 1.

4
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(A2) Frobenius 同态 ϕ : OK/pOK → OK/pOK , x 7→ xp 是满射, 即 OK 中的任何元素 x

都可以写成 x = yp + pz, 其中 y, z ∈ OK .

(A3) 极大理想 mK 不能由 p 生成. 换句话说, 存在 x ∈ OK 使得 |p|K < |x|K < 1.

注 2.7. 完美胚域的另一个等价定义是: 完美胚域是一个完备拓扑域 K,其拓扑由一个秩

为 1 的非离散赋值诱导. 很容易看出这个定义满足我们的定义. 反之, 我们只需要证明

| · |K : K → R≥0 的像不是离散的即可. 选择 x 使得 |p|K < |x|K < 1, 由 (A2) 可知存在

y, z ∈ OK 使得 x = yp+ pz, 因此 |x|K = |x− pz|K = |yp|K = |y|pK , 于是 |x|K < |y|K < 1.

由此可知 mK 不是一个主理想, 因此该赋值是非离散的.

例 2.8. 假设 K 是特征为 p 的完美胚域. 那么 (A1) 自动满足, (A2) 意味着 K 是完美的

(即每个元素都有一个 p 次根), (A3) 表示赋值是非平凡的. 因此, K 是一个特征为 p 的

完备赋值的完美域.

例 2.9. 设 K 是剩余特征为 p 的完备赋值域. 假设 K 中的任何元素都有一个 p 次根

(特别地, K 是代数闭的), 则 K 是完美胚域.

例 2.10. 设 K 是
⋃
n∈Z Qp(ζpn) 的 p-进完成, 其整环为

⋃
n∈Z Zp[ζpn ] 的 p-进完备化. 这

里 ζpn 表示 pn 次本原单位根. 注意到 K 是完美胚域. OK/pOK =
⋃
n∈Z Fp(ζpn) 上的

Frobenius 映射显然是满射的, 因此满足 (A2). 元素 x = ζp − 1 的赋值为 |p|1/(p−1)
K , 这意

味着 K 满足 (A3). 同样地, 若 K 是
⋃
n∈Z Qp(p

1/pn) 的 p-进完备化, 则 K 也是完美胚

域.

我们接下来的目标是证明, 对于任何剩余特征为 p 的完美胚域 K, 其倾斜 K♭ 是特

征为 p 的完美胚域.

命题 2.11. 设 K 是完美胚域. 则:

(1) 对于 K 中的每个元素 x, 存在一个元素 x′ ∈ O♭
K, 满足 x ≡ x′♯ (mod p).

(2) 对于 K 中的每个元素 y, 存在一个元素 y′ ∈ K♭, 满足 |y|K = |y′|K♭.

证明. 根据定理2.2, 每个 O♭
K 中的元素 x 都可以被视为一个序列 (x0, x1, · · · ), 其中 xn ∈

OK/pOK 满足 xpn+1 = xn. 因此, 第一个断言可以从定义2.6的公理 (A2) 中推出.

下面证明第二个断言: 不失一般性, 我们可以假设 y 6= 0. 根据定义2.6的公理 (A3),

存在 x ∈ OK 使得 |p|K < |x|K < 1. 任何与 x 在模 p 意义下同余的元素都有相同的赋值

|x|K , 因此我们可以并且假设 x = x′♯, 其中 x′ ∈ O♭
K . 现在, 我们可以通过乘以适当的 x

的幂, 将 y 修正为满足 |p|K < |y|K < 1 的元素. 现在再次使用 (1), 可以选择 y′ ∈ K♭, 满

足 y′♯ ≡ y (mod p), 因此 |y|K = |y′♯|K = |y′|K♭ .

5
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注 2.12. 设 K 是剩余特征为 p 的完备赋值域, 满足前面定理中的两个断言. 很容易看

出, (1) 意味着公理 (A2), (2) 意味着公理 (A3). 换句话说, 完美胚域的公理正是我们需

要确保倾斜域 K♭“足够大”的条件.

现在我们将 O♭
K 的环结构扩展到 K♭ 上. 根据命题2.11, 我们可以找到一个元素

$ ∈ K♭, 满足 0 < |$|K♭ < 1(称为伪均一化元). 那么对于每个 n ∈ Z, 我们有

$−nO♭
K =

{
x ∈ K♭ : |x|K♭ ≤ |$|−n

K♭

}
.

由此可以得到, 作为集合, 我们可以将 K♭ 等同于直接极限

O♭
K

ϖ−→ O♭
K

ϖ−→ · · · ,

其中转换映射由乘以$给出. 因此,包含映射 O♭
K ↪→ K♭诱导了一个乘法双射 O♭

K [$
−1] '

K♭. 因此, 我们可以将环结构扩展到 K♭ 上.

命题 2.13. K♭ 上存在唯一的环结构, 它与其乘法相容, 并在 O♭
K 上与推论2.3的环结构

相同.

注 2.14. 注意到注2.4中的加法公式仍适用于 K♭. 设 x = {xn}n≥0, y = {yn}n≥0 是 K♭

中的两个元素, 其中对于每个 n ∈ Z, xn, yn ∈ K, 则存在一个充分大的整数 N ∈ Z, 满足

$Nx = {an}n≥0 和 $Ny = {bn}n≥0 都属于 O♭
K(即每个 an, bn ∈ O♭

K). 设 z = {zn}n≥0 是

x 和 y 的和, 取 $ = {$n}n≥0, 则

zn = $−N
n ( lim

m→∞
(an+m + bn+m)

pm)

= lim
m→∞

(
an+m + bn+m

$N
n+m

)p
m

= lim
m→∞

(xn+m + yn+m)
pm .

定理 2.15. 设 K 是一个完美胚域. 则 K♭ 是一个特征为 p 的完美胚域, 具有上述的环

结构和 | · |K♭ : x 7→ |x♯|K 作为其赋值.

证明. 由于 K♭ 的乘法是逐项定义的, 而 K 是一个域, 因此 K♭ 也是一个域. 根据定

理2.2, O♭
K 同构于 OK/pOK 的若干个拓扑环的逆极限, 其中过渡映射由 Frobenius 给出.

由于 p 在 OK/pOK 中为零, 因此它在 O♭
K 中也为零, 因此在 K♭ 中也为零. 这证明了 K♭

的特征为 p. 此外, K♭ 是完美的 (perfect): 每个元素 (x0, x1, x2, · · · ) ∈ K♭ 都有唯一的 p

次根, 即 (x1, x2, x3, · · · ).

6
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我们声称 | |K♭ 是 K♭ 上的非阿基米德绝对值. 由定义可得

|0|K♭ = 0, |1|K♭ = 1, |x · y|K♭ = |x|K♭ · |y|K♭

只需要证明对于 x = {xn}n≥0, y = {yn}n≥0 ∈ K♭, 我们有

|x+ y|K♭ ≤ max(|x|K♭ , |y|K♭).

根据注2.14的公式, 只需要证明

|(xm + ym)
pm |K ≤ max(|xm|p

m

, |ym|p
m

),

这可以轻松地从关于绝对值 | |K 的事实中推导出来. 由于 | · |K 是一个赋值, 因此该

赋值在 K♭ 上也是非平凡的 (non-trivial), 因为它与 K 上的绝对值取相同的值 (根据命

题2.11).

我们将通过展示 K♭ 是完备的来完成证明. 如果 K 的特征为 p, 则 ] : K → K♭ 给

出了一个关于域的同构, 它与它们的赋值相容, 因此无需证明. 假设 K 的特征为 0. 根

据命题2.11, 我们可以选择一个元素 $ ∈ K♭, 使得 |$|K♭ = |p|K . 为了证明 K♭ 是完备

的, 我们希望证明环 O♭
K 是 $-完备的: K♭ 同构于系统的逆极限

· · · → O♭
K/($

p3)→ O♭
K/($

p2)→ O♭
K/($

p)→ O♭
K/($).

对于每个 m ≥ 0, 考虑集合的映射

O♭
K → OK , (x = {xn}n≥0) 7→ (xm = (x1/p

m

)♯),

它诱导一个环同态 O♭
K → OK/pOK , 通过 um : O♭

K/$
pmO♭

K → OK/pOK 分解. 这些

m ∈ Z 的 um 适合于下面的交换图表:

· · · O♭
K/$

p2O♭
K O♭

K/$
pO♭

K O♭
K/$O♭

K

· · · OK/pOK OK/pOK OK/pOK

u2 u1 u0

φ φ

其中下水平图表的逆极限就是 O♭
K , 根据定理2.2得到. 因此, 只需证明对于每个

m ∈ Z, um 都是同构. 由于 $ 可以选择为任何其赋值小于 1 的元素, 这可以化简为

m = 0 的情况, 即下面的引理.

引理 2.16. 设 K 是一个完美胚域, $ ∈ K♭ 是一个非零元素, 满足 |p|K ≤ |$|K♭ < 1. 则

7
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映射 ] : K♭ → K 诱导了一个同构 O♭
K/$O♭

K → OK/$
♯OK.

证明. 满性由命题2.11得到. 为了证明单性, 我们注意到, 如果 x ∈ O♭
K 具有性质 x♯ ≡ 0

(mod $)♯, 则 |x|K♭ = |x♯|K ≤ |$♯|K = |$|K♭ , 因此 x 在 O♭
K 中被 $ 整除.

2.2 反倾斜

在本节中, 我们使用 Witt 向量环来分类特征 p 的完美胚域的所有反倾斜.

记号 2.17. 从现在开始, 我们让 C♭ 表示一个特征为 p 的完美胚域. 上标 ♭ 表示该对象

“在特征 p 下存在”, 但并不意味着 C♭ 是作为完美胚域 C 的倾斜体给出的. 我们想要理

解 C♭ 的所有反倾斜. 我们还将整元素环及其极大理想分别表示为 O♭
C ,m

♭
C .

定义 2.18. 设 C♭ 是一个特征为 p 的完美胚域. C♭ 的一个逆倾斜（untilt）是指一个二

元组 (K, ι), 其中 K 是一个剩余特征为 p 的完美胚域, 并且 ι : K♭ ' C♭ 是一个 (连续

的) 同构.

问题 2.19. 给定一个特征为 p 的完美胚 C♭, 我们想问如何分类它的所有逆倾斜.

如果 (K, ι) 是 C♭ 的一个逆倾斜, 其中 K 的特征为 p, 则从前面的部分可以知道,

] : K ' K♭ 是一个同构, 因此特征为 p 的逆倾斜是唯一的, 仅依赖于 K 的同构类.

假设 K 是特征为 0 的完美胚. 从前面的部分, 我们看到给定一个连续同构 ι : C♭ '

K♭ 等价于给定一个赋值环的同构

O♭
C → O♭

K = lim←−(· · · → OK/pOK
φ−→ OK/pOK

φ−→ OK/pOK).

这诱导了一个同构 ι0 : O
♭
C/($) ' OK/(p), 其中 $ ∈ m♭

C , 即赋值满足 0 < |$|C♭ < 1. 反

之, 任何这样的同构 ι0 都可以提升为一个赋值环的同构 O♭
C ' O♭

K , 因为 O♭
C 也同构于

O♭
C/($) 的逆向极限, 其中过渡映射由 Frobenius 给出. 因此, 为了分类 C♭ 的所有逆倾

斜, 我们只需要分类特征为 0 的完美胚 K, 并配备一个同构 O♭
C/($) ' OK/(p).

对于一个逆倾斜 (K, ι), 我们滥用符号, 记 ] : C♭ ι−→ K♭ ♯−→ K. 需要注意的是, 这个

映射一般来说不是满射, 但与满射只有一步之遥. 由于命题2.11, 对于每个 x ∈ OK , 存

在一个元素 c0 ∈ C♭, 使得 x = c♯0 + x1p, 其中 x1 ∈ OK , 我们对 x1 重复这个过程, 得到

x = c♯0 + c♯1p+ x2p
2, 最终我们得到 {cn}n≥0, 满足

x =
∑
n≥0

c♯np
n.

左边的无限和是有意义的, 因为 OK 是 p-进完备的.

8
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注 2.20. 然而, 这样的表达式并不唯一. 例如, 假设 K 是代数闭域. 则任何元素 x ∈ O♭
K

都可以通过选择一组兼容的 x 的 pn 次根来写成 c♯0 的形式. 在特征 0 的情况下, 这样的

根不是唯一的.

现在我们介绍 Witt 向量理论, 它可以用来描述这样的表达式, 而且不依赖于 K 的

选择. 我们在这里省略详细的构造, 详见 [FO22].

记号 2.21. 设 R 是一个特征为 p 的完美环, 则可以将其与一个特征为 0 的环 W (R) 关

联起来, 其中有一个乘性映射 [•] : R → W (R), 称为 Teichm�uller 提升 (或 Teichm�uller

映射), 它是满足以下条件的唯一确定的:

(1) 存在一个同构 W (R)/pW (R) ' R, 其中 [•] 是它的一个截面, 即复合映射 W (R) ↠
W (R)/pW (R) ' R 将 [x] 映射为 x.

(2) 环 W (R) 是 p-扭零的并且 p-进完备的.

(3) 元素 [x] ∈ W (R) 对于每个 n ≥ 0 都有一个 pn 次根.

更精确地说, Witt 向量环 W (R) 中的元素 x 可以写成 x = (xn)n≥0 的形式, 其中

xn ∈ R, 对于每个 c ∈ R, 映射 [c] = (c, 0, 0, · · · ). 加法和乘法由 Witt 多项式来确定 (它

们都不是逐项定义的). 对于每个 x = (xn)n≥0,将 p乘以 x的形式为 (0, xp0, x
p
1, · · · ). 我们

总是假设我们的环 R 是完美的. 即使加法不是逐项定义的, 它仍然保证元素 (xn)n≥0 −

(x0, 0, 0, · · · ) 的第一个项是 0. 结合 R 是完美的这一事实 (即, R 中的每个元素 c 都

有一个 p 次根), 任何 x ∈ W (R) 都可以唯一地写成
∑∞

n=0[cn]p
n 的形式, 其中 cn ∈ R,

n ∈ Z≥0.

例 2.22. 设 R = Fp 是具有 p 个元素的有限域, 则 W (R) ' Zp. 此外, 如果 R = Fpn , 则

W (R) 是 Zp 上的 (唯一的) 非分歧 n 次扩张.

注 2.23. 设 R 是特征为 p 的完美环. 则 Witt 向量环 W (R) 可以通过一个通用性质来

刻画: 对于任意 p-完备环 A, 模 p 的约化诱导了一个双射

Hom(W (R), A)
∼−→ Hom(R,A/pA).

注意到 Witt 向量的构造是函子性的, 即设 ϕ : R1 → R2 是环之间的一个态射, 则 ϕ 可

以提升为一个态射 W (ϕ) : W (R1) → W (R2). 特别地, 对于每个 Fp-代数 R, Witt 向量

环 W (R) 是一个 Zp-代数.

让我们回到我们感兴趣的情况. 设 C♭ 是特征为 p 的完美胚域, 我们记 Ainf =

W (O♭
C) 为 C♭ 的 Witt 向量环. 由于上面的分析, C♭ 的任意一个逆倾斜都等价于一个赋

9
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值环同构 O♭
C/($) ' OK/(p). 考虑 O♭

C ↠ O♭
C/($) ' OK/(p), 由于 OK 是 p-完备的, 通

过 Witt 向量的通用性质, 可以将其提升为一个同态

θ : Ainf = W (O♭
C)→ OK ,

并且可以表示为以下公式

θ(
∑
n≥0

[cn]p
n) =

∑
n≥0

c♯pn.

因此, 很容易看出这个 θ 是满射的. 此外, 可以证明 C♭ 的任意一个逆倾斜都是 Ainf 的商

环, 其中以一个主理想为其核.

定义 2.24. 设 ξ =
∑∞

n=0[cn]p
n ∈ Ainf = W (O♭

C), 我们称 ξ 是突出元素（distinguished

element）的, 如果 c0 的赋值满足 0 < |c0|C♭ < 1, 并且 c1 的赋值满足 |c1|C♭ = 1. 或者等

价地, ξ ∈ W (O♭
C) 是突出元素, 当且仅当 ξ = [c0] + up, 其中 c0 ∈ m♭

C , u 是 W (O♭
C) 中的

单位.

固定一个 C♭ 的逆倾斜 K, 我们声称对应的 θ 的核必须包含一个突出元素. 考虑下

面的集合的交换图.

O♭
C O♭

C/($) OK/(p)

Ainf OK

[•]
♯

∼

θ

由于 K 是一个完美胚域, 对于每个 x ∈ OK , 存在一个元素 x′ ∈ O♭
C , 使得 |x′♯|K =

|x|K , 即 x′♯ 是 x 的一个单位倍数. 特别地, 我们取 x = p, 并将 $ ∈ O♭
C 定义为 p 在 O♭

C

中的 x′. 令 u = ϖ♯

p
, 它是 OK 中的一个单位. 注意, θ 沿着任意单位的原像是 Ainf 中的

一个单位 (也就是说, θ 是局部的). 这是因为任意 x =
∑∞

n=0[cn]p
n ∈ Ainf 是一个单位, 当

且仅当 |c0|C♭ = 1, 当且仅当 θ(x) =
∑∞

n=0 c
♯
np

n 是 OK 中的一个单位. 现在, 我们通过取

ξ = [$]− up ∈ ker(θ) ⊆ Ainf 来证明这个命题, 其中 u 是 u 在 θ 下的任意一个原像.

例 2.25. 特征为 p的逆倾斜 (在同构意义下唯一)可以被识别为通过一个突出元素 ξ = p

的商环 Ainf/(ξ).

定理 2.26. 以下两个集合之间存在一一对应关系:

{
在 Ainf 中的突出元素

}
'
{
C♭ 的逆倾斜

}
,

以及 {
在 Ainf 中的突出元素

}
/乘以单位 '

{
C♭的逆倾斜

}
/同构.

10
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引理 2.27. 设 C♭ 是特征为 p 的完美胚域, ξ = [$]− up 是 Ainf 中的一个突出元素. 那

么 K = (Ainf/(ξ))[
1
p
] 可以被识别为 C♭ 的一个逆倾斜, 其中 OK 被识别为 Ainf/(ξ), 并且

有一个自然同态

O♭
C/($) = Ainf/(p, [$]) = Ainf/(p, ξ) = OK/(p).

从引理2.27证明定理2.26 . 我们只需要证明每个逆倾斜 K 的核 ker(θ) 是由一个可分元

素 ξ 生成的 Ainf 的一个主理想. 注意到 ker(θ) 已经有了一个突出元素, 我们用 OK′ =

Ainf/(ξ) 表示它, 而环 OK′ 也是一个逆倾斜 K ′ 的整元素环. 因此, 映射 θ 经由以下分解:

Ainf ↠ OK′
δ−→ OK .

由于 OK 是一个整元素环, δ 的核是 OK′ 的一个素理想, 因此它只能是 (0) 或 mK . 很容

易看出这个核不可能是后者, 因为 OK 的特征为 0.

为了证明引理 2.27, 我们从一个关于 ∗-完备性的事实开始.

命题 2.28. 设 R 是一个包含两个元素 x 和 y 的交换环 (不一定是诺特环). 假设：

• 元素 x 在 R 中不是零因子, 并且 R 是 x-完备的, 即 R ' lim←−R/(x
n).

• 元素 y 在 R/xR 中的像不是零因子, 并且 R/(x) 是 y-完备的.

那么有以下结论成立：

• 元素 y 在 R 中不是零因子, 并且 R 是 y-完备的.

• 元素 x 在 R/(y) 中的像不是零因子, 并且 R/(y) 是 x-完备的.

证明. 首先, x 在 R 中不是零因子保证了 R/(xn) ' xmR/(xm+n). 因此, y 在 R/(x) 中

不是零因子确实意味着 y 在 R 中不是零因子.

现在我们检查 x 在 R/(y) 中的像是否是零因子. 假设不是, 那么存在 x′ ∈ R 使得

xx′ = yr ∈ yR, 其中 r ∈ R. 对 x 取模, 我们有 yr ≡ 0 (mod x), 这与 y 在 R/(x) 中的

像不是零因子相矛盾.

我们可以直接验证自然映射 R/(y) → lim←−nR/(y, x
n) 是同构的, 也就是说 R/(y) 是

x-完备的. 为了证明 R 是 x-完备的, 我们首先证明自然映射

R/(xn)
∼−→ lim←−

k

R/(xn, yk)

11
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对于每个 n ≥ 1 都是同构的. 通过归纳, 当 n = 1 时, 这恰好是我们的第二个条件. 假设

n < m 时该同构成立, 我们有以下交换图：

0 R/(xm−1) ' xR/(xm) R/(xm) R/(x) 0

0 lim←−k R/(x
m−1, yk) ' lim←−k xR/(x

m, yk) lim←−k R/(x
m, yk) lim←−k R/(x, y

k) 0

∼ ∼

通过 5 引理, 我们证明了自然映射是同构的. 同样, 我们可以证明对于每个 m ≥ 1,

以下同构式成立：

R/(ym) ' lim←−
k

R/(ym, xk)

因此, 我们有：

R ' lim←−
n

R/(xn)

' lim←−
n

(lim←−
m

R/(xn, ym))

' lim←−
m

(lim←−
n

R/(xn, ym))

' lim←−
m

(R/(ym)).

因此, R 是 y-完备的.

引理 2.27的证明. 引理 2.27 的证明：

设 ξ = [$]− up 是 Ainf 中的一个突出元素, 其中 $ ∈ m♭
C , u 是 Ainf 中的一个单位.

如果 $ = 0, 则无需证明. 我们假设 $ 6= 0, 并记 OK = Ainf/ξAinf(这是有误导性的, 因

为现在我们只知道 OK 是一个环). 我们用 θ : Ainf → OK = Ainf/ξAinf 表示商映射, 并对

于每个 x ∈ O♭
C , 用 x♯ 表示沿着复合映射 θ ◦ [•] : O♭

C → Ainf → OK 的像.

将上述命题应用于 R = Ainf 且 x = p, y = ξ 的情况. 注意到由于 Witt 向量环的构

造, 环 Ainf = W (O♭
C) 是 p-扭元素自由的, 并且 p-完备的. 商 Ainf/pAinf ' O♭

C 将 ξ 映射

到 $, 而 O♭
C 是 $-完备和 $-扭元素自由的. 现在我们得出以下事实：

• 环 Ainf 是 ξ-完备的, 且 ξ 不是 Ainf 中的零因子.

• 商环 OK 是 p-完备的, 且 p 不是 OK 中的零因子.

12
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现在我们证明以下陈述：

(a) 对于任意 x ∈ OK , 存在一个元素 y 在 O♭
C 中, 使得 y♯ 是 x 的一个单位倍数.

如果 x = p, 我们可以取 y = $. 由于 OK 是 p-完备的, 我们可以假设 x = pnx′, 其

中 x′ 不能被 p 整除. 不失一般性, 我们将 x 替换为 x′, 因此假设 p 不能整除 x. 根据映

射 ] 的定义, 存在一个元素 y ∈ O♭
C , 使得 y♯ ≡ x (mod p). 这里 y♯ 也不能被 p 整除. 由

于 ] 是乘性的, 可以推出 y 也不能被 $ 整除. 注意到 O♭
C 是一个赋值环, 因此我们可以

假设 $ = yy′, 其中 y′ ∈ m♭
C . 现在我们有

x = y♯ + w$♯ = y♯(1 + y′♯w),

其中 w ∈ OK . 只需要证明 1 + y′♯w 是 OK 中的一个单位. 注意到 y′ ∈ m♭
C , 因此 y′ 的某

个幂可以在 O♭
C 中被 $ 整除, 这意味着 y♯ 的某个幂可以在 OK 中被 p 整除. 由于 OK

再次是 p-完备的, 元素 1− y′♯w+ (y′♯w)2− (y′♯w)3 + · · · 在 OK 中收敛, 这个元素存在于

1 + y′♯w 的逆元.

(b) 设 x, x′ 是 O♭
C 中的元素, 满足 x♯ 在 OK 中可被 x′♯ 整除. 那么 x 在 O♭

C 中可被 x′ 整

除, 即 |x|C♭ ≤ |x′|C♭ .

假设不然, 即 |x′|C♭ < |x|C♭ . 那么我们有 x′ = tx, 其中 t ∈ m♭
C . 由于 x 6= 0, 它被 $n

整除, 其中 n 是足够大的整数. 考虑它们在 ] 下的像, 我们有 x♯ 可以被 pn 整除, 并且根

据我们的条件, x′♯ 也可以被 pn 整除. 但是我们还有 x′♯ = t♯x♯, 因此 t♯ 是 OK 中的一个

单位. 这与 t ∈ m♭
C 矛盾, 因为 t♯ 在 OK/(p) 中的像是幂零元.

(c) 环 OK 是一个整环.

我们可以通过 p-扭元素自由来证明这个结论. 设 y 是 OK 中的一个元素. 根据 (a)

的结论, 我们可以假设 x = y♯, 其中 y ∈ O♭
C . 那么 x 能被 $ 的某个幂整除, 因此我们可

以将问题缩小到 x = $n 的情况, 其中 n ≥ 1 是一个整数. 注意到 $♯ 是 p 的一个单位

倍数, 因此由 p-扭元素自由可知, $ 不是 OK 中的零因子. 因此, $n 也不是 OK 中的零

因子. 这证明了 OK 是一个整环.

现在我们定义 OK 上的赋值. 对于每个 y ∈ OK , 我们定义 |y|K = |x|C♭ , 其中 x 是

O♭
C 中的一个元素, 满足 y♯ 在 OK 中是 x 的一个单位倍数. 陈述 (a) 和 (b) 保证了这个

定义的良好性. 很容易看出以下等式：

|0|K = 0, |1|K = 1, |xy|K = |xK ||y|K .

13
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由 (b) 可以看出, |xK | ≥ |yK | 当且仅当 x 能被 y 整除. 因此, 我们有

|x+ y|K ≤ max(|xK |, |yK |).

我们将赋值扩展到 OK 的分式域 K, 然后可以很容易地检查 OK 是 K 的赋值环.

注意到 |p|K = |$|C♭ < 1, 因此 K 的剩余特征是 p. 而且由于 p 不是 OK 中的零

因子, 所以 K 的特征是 0. OK 是 p-完备的这一事实保证了 K 在这个赋值下是完备的.

OK 的极大理想 mK 不是由 p 生成的, 因为它包含像 ($1/p)♯ 这样的元素. 最后, 商环

OK/(p) 同构于

OK/(p) ' Ainf/(p, ξ) = Ainf/(p, [$]) = O♭
C/($),

这保证了 Frobenius 在 OK/(p) 上是满的. 因此, K 是一个完美胚域, 它是 C♭ 的逆倾

斜.

2.3 进制 Fargues-Fontaine 曲线

在本节中, 我们将注意力转向 Huber 的进制空间. 然后我们定义并讨论 Fargues-

Fontaine 曲线的进制版本. 在 [Wei17] 中, 我们需要进制空间理论的原因有几个, 但在这

里我们主要关心的问题是 Fargues-Fontaine 曲线无法存在于刚性解析几何的理论框架,

因为 Ainf 不是一个仿解代数.

设 C♭ 是一个特征为 p 的完美胚域, $ ∈ m♭
C 是一个伪均一化元. 事实上, 定理 2.26

建议我们应该将 C♭ 的逆倾斜的集合视为一个几何对象, 比如最大谱 Spm(Ainf[
1

p[ϖ]
]), 因

为对于每个 C♭ 的逆倾斜 K, 相应的 θK 可以扩展为一个同态 θK : Ainf[
1

p[ϖ]
] → K, 其中

核是 Ainf[
1

p[ϖ]
] 的一个极大理想. 然而, 环 Ainf 包含了它的拓扑信息 (与各种赋值有关),

如果我们只考虑它的 Zariski 谱, 这些信息将被忘记.

在 [Hub93, Hub94, Hub96] 中, Huber 发明了一个新的范畴, 即进制空间范畴, 它包

含了形式概型范畴和刚性解析空间范畴作为它的子范畴. 在概型的语言中, 我们通过粘

合一个交换环的素理想的 Zariski 谱来构造空间. 在进制空间的语言中, 我们用连续赋值

在拓扑环上的等价类的进制谱来代替 Zariski谱. 我们在附录 A中简要回顾了这个概念.

在我们感兴趣的情况下, 固定 C♭ 是一个特征为 p 的完美胚域, $ ∈ m♭
C 是 C♭ 的

一个伪均一化元. 环 Ainf = W (O♭C) 有两个收敛到 0 的“方向”, 分别是 (pn)n≥0 和

([$]n)n≥0.

如果我们把 Ainf 赋予 p-进拓扑 (即由理想 I = (p) 定义), 我们将失去 [$]n → 0 这

个信息. 因此, 我们取 Ainf 本身作为定义环, ($, p) 作为定义理想, 使得 Ainf 成为一个

Huber 环. 我们取 Ainf 本身作为整元素环, 并用 Spa Ainf 表示 Huber 对 (Ainf,Ainf) 的进

14
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制谱.

定义 2.29. 我们定义 Y = (Spa Ainf)\V (p[$]) =
{
x ∈ Spa Ainf

∣∣∣ |[$](x)| 6= 0, |p(x)| 6= 0
}

.

注 2.30. Y = Spa(Ainf[
1
p
, 1
[ϖ]

],Ainf), 其中 Ainf[
1
p
, 1
[ϖ]

] 是一个 Huber 环, 带有定义环 Ainf

和定义理想 (p, [$]) ⊆ Ainf. 实际上, 一个赋值 y ∈ Y 可以扩展到 Ainf[
1
p
, 1
[ϖ]

].

仍然有疑问, 即 Y 是否真的是一个进制空间, 即结构预层 OY 是否是一个层. 然而,

这不是一个平凡的结果, 我们稍后会解释.

例 2.31. 作为集合, Y 是赋值 x : Ainf[
1

p[ϖ]
] → Γx 的集合, 使得对于每个 f ∈ Ainf, 赋值

|f(x)| ≤ 1. 回顾每个 C♭ 的 untitled K 都将赋值环作为 Ainf 除以一个特殊元素 ξK 的

商, 因此每个 untitled 都与一个赋值相关

x : Ainf ↠ Ainf/(ξK) ' OK
|·|K−−→ R≥0,

其中 x 的支集是由 ξK 生成的理想定义的. 由先前的结果, 存在一个包含的集合映射

{
C♭ 的逆倾斜

}
↪→ Y .

我们将这个映射的像定义为 |Y|cl, 称为“经典 Tate 点”. 之所以称其为“经典 Tate 点”

, 是因为 Tate 的刚性几何中只有由极大理想给出的点. 此外, 我们可以看到, 每个逆倾

斜 K 都存在于相应点的“剩余域”中.

命题 2.32. 对于每个区间 I = [a, b] ⊆ (0,∞), 其中 a, b ∈ Z[1
p
], 考虑 Y 的有理子集

YI := U
({p, [$a]}

[$a]
,
{p, [$b]}

p

)
=
{
|[$b]| ≤ |p| ≤ |[$a]|

}
,

那么

Y =
⋃
I

YI
(
= lim−→

I

YI
)
.

证明. 设 y ∈ Y , 我们只需证明 y ∈ YI 对某个 I = [a, b] 成立. 根据 Y 的定义, 我们

有 |p[$](y)| 6= 0. 由于 [$] ∈ Ainf 是拓扑幂零元素, 当 b → ∞ 时, |[$]b(y)| → 0. 由于

|p(y)| 6= 0, 存在足够大的 b ∈ Z[1
p
], 使得 |[$]b(y)| ≤ |p(y)|. 类似地, 存在这样一个正有理

数 a ∈ Z[1
p
], 使得 |p(x)| ≤ |[$a](x)|.

注 2.33. Y 的图像如下. 我们将 Spa Ainf 视为带有“坐标 p”的闭单位圆盘, 因此 V (p)

出现为“原点”, V ([$]) 出现为“边界”. 区间 YI , 其中 I = (a, b), 是一个“半径为
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p−b ≤ r ≤ p−a 的闭环”, 而 Y 是一个“去掉原点的开单位圆盘”. 这里可能不太清楚,

但我们将在下一章回到这个视角.

注 2.34. 显式地说, 对于每个 I = [a, b], YI 是某个 Huber 对 (BI , B
+
I ) 的仿射解析空

间. 根据附录 A.2 中的 Huber 结果, BI 是 Ainf[
1

[ϖb]
, 1
p
] = Ainf[

1
[ϖ]
, 1
p
] 沿着基本邻域族(

(p, [$])nAinf[
p

[ϖa]
, [ϖ

b]
p
]
)
n≥0
的拓扑下的完备化. 我们断言, 这个拓扑就是 Ainf[

p
[ϖa]

, [ϖ
b]
p
]

中的 p-进拓扑. 确实, 对于任意 n ≥ 0, 都有 (pn) ⊆ (p, [$])n 在 Ainf[
p

[ϖa]
, [ϖ

b]
p
] 中成立, 对

于每个 N ≥ a, 则有 (p, [$])N ⊆ (p). 因此, 我们有

BI =
(

lim←−
n∈Z+

Ainf[
p

[$a]
,
[$b]

p
]/(pn)

)
[
1

p
].

而 B+
I 则是在 Ainf[

1
[ϖ]
, 1
p
] 中取整闭包后再在 BI 中完备化得到的. 因此我们有

Y = lim−→
I

YI = lim−→
I

Spa(BI , B
+
I ).

历史上,环 BI 被早期发现,作为“关于变量 p的类似于‘全纯函数’的对象”,而 Fargues

将这个公式作为 Y 的定义.

为了证明 Y 是一个进制空间, 我们只需证明 YI = Spa(BI , B
+
I ) 是一个仿射解析空

间, 这可以由 BI 的代数性质推出. 在 [Far15] 中, Fargues 用了完美胚空间的技巧来证明

这一点. 具体来说, 他考虑了 BI⊗̂QpL̂, 其中 L̂ 是一个完美胚域, 是某个 profinite 算术域

L 在 Qp 上的完备化. 然后他声称这样的基变换保持了某些复形的正合性质, 从而只需

证明 BI⊗̂QpL̂ 上的一个层的表述. Banach 环 BI⊗̂QpL̂ 是一个完美胚环, 并且这个层语

句在 [Sch11] 中被证明了. 在 [KL15] 中, Kedlaya 和 Liu 再次证明了这个结果 (见定理

3.7.4 和 5.3.9). 但在这里, 我们将遵循 Kedlaya 在 [Ked16] 中给出的另一种证明, 其中他

证明了环 BI 是强 Noether 环.

定理 2.35. 对于每个 I = [a, b], BI 是强 Noether 环, 因此 Y 是一个进制空间.

现在我们讨论一下 Y 的点. 在例子 2.31 中, 我们展示了 C♭ 的所有逆倾斜的集合

K(关于同构) 是 Y 的子集, 且有非平凡的支集. 回忆一下, 存在一个集合间的双射

Spv A←→
{
(p, [v])

∣∣∣ x ∈ Spec A, v 是在 Frac(A/p) 的赋值
}

其中 [v] 表示 v 的等价类, Spv A 表示 A 上所有赋值 (不一定连续) 的等价类. 我们断

言, 对于某个 Ainf 中的分式理想 ξ, 其支集为 (ξ) 的赋值 v ∈ Y 是等价类唯一的. 我们选

择一个区间 I = [a, b] 使得 v ∈ YI , 然后考虑以下交换图表

16
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Ainf[
1
p
, 1
[ϖ]

] K

Γx

v

θ

v̄

其中每个箭头都是连续的. 因此, 对于任意的 x ∈ K, x 在 K 中的赋值 v̄(x) < 1 当

且仅当 x 是 K 中的拓扑幂零元素, 因此 v̄ 的赋值环是 OK , 这也是 | · |K 的赋值环. 根据

我们在附录 A.1中的讨论, 这等价于说 v 和 | · |K 是等价的. 因此, 我们证明了以下命题：

命题 2.36. 定义在例子 2.31 中的子集 |Y|cl 与支集为 ξAinf[
1

p[ϖ]
](其中 ξ 是突出元素) 的

Y 的子集一一对应.

这个命题的陈述并不是那么令人满意. 回忆一下, 根据 Huber 的构造, 我们有

OY(YI) = BI ,

并且由于我们假设 OY 是一个层, 因此 Y 上的全局截面可以写成

OY(Y) = lim←−
I

OY(YI) = lim←−
I

BI =: B.

命题 2.37. 集合 |Y|cl 可以等同于 Cont(B), 即连续赋值等价类

| · | : B → Γ ∪ {0}.

证明. 我们将在下一章中证明这个命题.

我们又有以下定理 [FF18]：

定理 2.38. 对于上述每个区间 I = [a, b] ⊆ (0,∞), 环 BI 都是一个 PID, 其极大谱等于

|YI |cl = |Y|
⋂
YI , 每个极大理想都可以由 Ainf 中的某个突出元素生成.

现在我们可以定义进制 Fargues-Fontaine曲线. 回忆到存在一个 Frobenius映射,它

是一个 (连续的) 环自同构

ϕ : O♭
C → O♭

C , x 7→ xp.

由于 Witt 向量环的构造是函子性的, 因此它提升到一个 (连续的) 环自同构, 我们也将

其表示为

ϕ : Ainf → Ainf.

具体地, Ainf = W (O♭C)中的元素是一个序列 (x0, x1, x2, · · · )n≥0, 其中 xi ∈ O♭C , 我们有以
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下公式：

ϕ((x0, x1, · · · )n≥0) = (xp0, x
p
1, x

p
2, · · · )n≥0, p · (x0, x1, x2, · · · ) = (0, xp0, x

p
1, x

p
2, · · · )n≥0.

因此, 如果我们将 f =
∑∞

n=0[cn]p
n ∈ Ainf 写成形式幂级数的形式, 那么 Ainf 上的 Frobe-

nius 映射可以写成

ϕ(
∞∑
n=0

[cn]p
n) = [cp0] + ϕ(

∞∑
n=1

[cn]p
n) = [cp0] + p · ϕ(

∞∑
n=1

[cn]p
n−1) = · · · =

∞∑
n=0

[cpn]p
n.

这个 Frobenius 映射诱导了一个 Huber 对 (Ainf[
1
p
, 1
[ϖ]

],Ainf) 上的同构, 因此它也诱导了

一个空间上的自同构

ϕ : Y → Y , (v : Ainf[
1

p[$]
]→ Γv) 7→ (v ◦ ϕ).

设 y 是 Y 的一个点, 则 y ∈ Y[a,b] 当且仅当 ϕ(y) ∈ Y[a
p
, b
p
]. 事实上, 这等价于以下条

件：

(1) 不等式 |[$b](y)| ≤ |p(y)| ≤ |[$a](y)| 成立.

(2) 赋值 ϕ(y) : Ainf
φ−→ Ainf

y−→ Γy 满足不等式 |[$
b
p ](ϕ(y))| ≤ |p(ϕ(y))| ≤ |[$

a
p ](ϕ(y))|.

此外, ϕ[a,b] : Y[a,b] → Y[a/p,b/p] 是一个同构. 事实上, ϕ 将子环 Ainf[
p

[ϖa/p]
, [ϖ

b/p]
p

] 映射

到子环 Ainf[
p

[ϖa]
, [ϖ

b]
p
], 这是一个自同构. 注意到由于 ϕ 是连续的, 因此在取完备化后, 它

扩展到一个自同构 ϕ : B[a/p,b/p] → B[a,b]. 因此, 它也定义了一个自同构 ϕ : B → B, 其中

B = lim←−I BI . 考虑 ϕZ-作用在 Y 上的表现, 对于任意 r ∈ (0,∞), 子集

Y[r,pr) =
{
|[$r]| ≤ |p| < |[$pr]|

}
是一个基本区域.

定义 2.39. 与 Qp, C
♭ 相关的 进制 Fargues-Fontaine 曲线是商空间 X = Y/ϕZ.

注 2.40. 几何上的解释类似于紧黎曼曲面 X = C×/λZ, 其中 λZ-作用由 z 7→ λz 给出,

其中 λ ∈ C×.

注 2.41. 这个商空间 X = Y/ϕZ 确实是一个进制空间, 因为每个点 x ∈ X 都有一个形

如 Spa(BI , B
+
I ) 的有理邻域.

记投影为 π : Y → X , |X |cl 是 |Y|cl 沿着 π 的像. 那么 |X |cl 就是 C♭ 的逆倾斜的

“Frobenius 轨道” 集合. 假设 y ∈ Y 落在给定点 x ∈ X 上. 我们可以将 y 视为 C♭ 的一
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个逆倾斜 (K, ι), 其中 K 是特征 0 的完美胚域, ι : K♭ ∼−→ C♭. 回忆到复合

ϕ ◦ ι : K♭ → C♭ x 7→xp−−−→ C♭

给出了另一个 un-tilt, 即 ϕ(x) ∈ Y . 根据定理 2.38, 我们有以下推论：

推论 2.42. 存在一个自然的双射 |X |cl ∼−→
{
C♭ 的逆倾斜

}
/ϕZ.

本节最后我们构造了一些 X 上的可逆层并定义了 Fargues-Fontaine 曲线的概形结

构. 从 Y 上的层到 X 上的层的构造是通过下降来完成的. 设 F 是 Y 上的一个层. 那么,

当且仅当存在满足以下余链条件的同构 σg : g
∗F

∼−→ F 时, F 同构于某个 X 上的层 G 的

π∗：

(gh)∗F = h∗g∗F h∗F

F

σgh

h∗σg

σh

在我们的情况下, 即 Y 上有一个 ϕZ-作用, 其群商为 X , 只需要定义同构 ϕ∗F → F

即可, 其余数据是唯一确定的.

现在考虑结构层 OY , 对于一个整数 n ∈ Z, 我们定义一个同构 ϕ∗OY → OY , 将

ϕ∗OY(U) = OY(ϕ(U)) 中的 f 发送到 p−nϕ∗f ∈ OY(U). 这是一个同构, 因为 p 在 Y 上

总是可逆的. 我们将 OX (n) 表示与整数 n 相关联的 (可逆) 层, 当 n = 0 时, 我们得到结

构层 OX . 直接从定义可以得到：

H0(X ,OX (n)) = Γ(X ,OX (n)) = Bφ=pn :=
{
f ∈ B

∣∣∣ ϕ(f) = pnf
}
.

很容易验证,
⊕

n∈ZB
φ=pn 是一个分次的 Qp-代数.

定义 2.43. 与 Qp 和 C♭ 相关的 Fargues-Fontaine 曲线是定义在 Qp 上的概形, 定义为

X = Proj
⊕
n∈Z

Bφ=pn .

2.4 任意局部域的情形

在本节中, 我们将 Fargues-Fontaine 曲线推广到任意局部域 E 上, 并解释为什么它

是混合特征情况下带孔的开单位圆盘的类比.

如果一个离散赋值域的剩余域是有限的, 则称其为一个局部域. 分类定理告诉我们,

每个局部域都是 Fq((π)) 或 Qp 的有限扩张. 在本节中, 我们固定一个局部域 E, 其剩余
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域为 Fq, 其中 q = pd. 当 E = Fq((π)) 时, 称为等特征情况, 当 E/Qp 是有限扩张时, 称为

混合特征情况.

例 2.44. 令 K 是特征为 0的完美域,取 E = Qp. 回忆我们构造了一个称为 K 的倾斜的

特征为 p的完备赋值域 K♭. 我们将其视为一个“函子”,“函子”W (−) : OK → W (OK)

是 (−)♭ 的“左伴随函子”：对于另一个特征为 p 的完美域 C, 我们有

HomFp(OC ,O
♭
K)

∼−→ HomZp(W (OC),OK).

因为

HomFp(OC ,O
♭
K)

mod ϖ−−−−→
∼

HomFp(OC ,O
♭
K/($))

=HomFp(OC ,OK/(p)) ' HomZp(W (OC),OK),

其中 $ 是一个伪均一化元, OK/(p) ' O♭
K/($). 第一个同构成立是因为 C 是完美的, 对

于每个 c ∈ OC , c1/pn 在 O♭
K/($) 中的像唯一地确定了 c 的提升. 第二个同构是显然的,

最后一个同构是由于 Witt 向量环的环的通用性质. 这些“函子”不是真正的函子, 因为

我们没有定义它们来自哪个范畴以及它们去往哪个范畴.

无论如何, 我们将其推广到 E 是任意局部域的情况, 其剩余域为 Fq. 我们希望定义

一个称为分歧 Witt 向量的环 WOE
(OC), 满足以下通用性质：对于上面提到的 C/Fq 和

K/E, 我们有

HomFq(OC ,O
♭
K)

∼−→ HomOE
(WOE

(OC),OK).

在等特征情况下, 其中 E = Fq((π)), 我们可以很容易地看出 WOE
(C) = C[[π]]. 在混合特

征情况下, 上述论证仍然适用, 只需稍微修改 W (OC).

引理 2.45. 设 E 是 Qp 的有限扩张, 其剩余域为 Fq, 则

WOE
(OC) = W (OC)⊗OE0

OE,

其中 E0 是 E 的最大无分歧扩张.

证明. 首先解释这个张量积的定义. 注意到包含映射 Fq ↪→ OC 提升为W (Fq)→ W (OC).

由于给定次数的无分歧扩张是同构意义下唯一的, 我们可以通过映射 OE0 ' W (Fq) →

W (OC) 将 W (OC) 视为 OE0-代数. 因此这个张量积是有意义的.
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只需定义以下双射即可：

HomFq(OC ,OK/(p)) ' HomOE
(W (OC)⊗OE0

OE,OK).

我们定义一个从左边到右边的映射. 设 ϕ : OC → OK/(p) 是一个 Fq-态射. 由于 Witt 向

量环的通用性质, 我们可以得到一个 Zp-态射 ϕ̃ : W (OC)→ OK . 由于 Witt 向量环的函

子性, 它实际上是一个 W (Fq) ' OE0-态射. 然后我们基变换到 OE, 得到一个 OE-态射

W (OC)⊗OE0
OE → OK ⊗OE0

OE = OK .

要定义逆映射, 设 ψ : W (OC)⊗OE0
OE → OK 是一个 OE-态射. 考虑以下复合映射：

OC
[·]−→ W (OC) ↪→ W (OC)⊗OE0

OE
ψ−→ OK ↠ OK/(p).

这是一个环同态, 因为它通过 OC → W (OC) ⊗OE0
OE/(p) 分解. 而且它是一个 Fq-态射,

因为 ψ 是一个 OE-态射. 直接从定义可以看出, 它们互为逆映射.

注 2.46. 在两种情况下, 都存在 Teichm�uller 提升 [·] : OC → WOE
(OC), 即在等特征情况

下的包含映射 C ↪→ C[[π]], 或者在混合特征情况下的 c 7→ [c] ⊗ 1. 请注意, WOE
(OC) 中

的每个元素都可以唯一地写成 ∑
n≥0

[cn]π
n,

其中 cn ∈ OC , π 是 E 的一组均一化元素.

就像 E = Qp 的情况一样, 对于任意的 E, 我们在 WOE
(OC) 上赋予 ([$], π)-进拓扑,

其中 $ 是 C 的拟均一化元素, π 是 E 的一组均一化元素. 在这个拓扑下, WOE
(OC) 是

一个 Huber 环.

定义 2.47. 我们定义 YE,C := Spa WOE
(OC)− V ([$]π).

例 2.48. 在相同的特征下, YE,C = Spa C[[π]] − V ([$]π). 从集合意义上来看, 它是“截

断的去心单位圆盘”D∗
C ⊆ AC 的进制版本, 因为对于每个满足 0 < |t|C < 1 的非零元素

t ∈ C, 通过商映射

| · |t : WOE
(OC) = C[[π]] ↠ C[[π]]/(π − t) = C ′ |·|C′−−→ R≥0,

它在 YE,C 中给出一个点, 其中 C ′ 是 C 的有限扩张, 因此赋值 | · |C 唯一地扩展为 C ′ 上

的赋值 | · |C′ . 可以轻松验证这是一个连续赋值, 满足 |[$]π|t 6= 0.

回到“混合特征”情形. 按照前一节的讨论,对于 I = [a, b] ⊆ (0,∞),其中 a, b ∈ Z[1
p
],
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考虑

YIE,C = U
({π, [$a]}

[$a]
,
{π, [$b]}

π

)
=
{
|[$b]| ≤ |π| ≤ |[$a]|

}
,

则有 YE,C = lim−→I
YIE,C , 其中 I 遍历所有正的 a, b ∈ Z[1

p
]. 我们记

BI
E,C := OYE,C

(YIE,C) =
(

lim←−
n∈Z+

WOE
(OC)[

π

[$a]
,
[$b]

π
]/(πn)

)
[
1

π
],

(它也是 p-进完备化) 并有一个自然同构

YIE,C ' Spa(BI
E,C , B

I,+
E,C)

其中 BI,+
E,C 是 WOE

(OC)[
π

[ϖa]
, [ϖ

b]
π
] 在 WOE

(OC)[
1
[ϖ]
, 1
π
] 中的整闭包的完备化. 同样地, 我

们可以证明 BI
E,C 是强 Noether 环, 从而 YE,C 是一个仿紧空间, 我们记

BE,C := OYE,C
(YE,C) = lim←−B

I
E,C .

定义 2.49. WOE
(OC) 中的一个突出元素是指一个元素 ξ =

∑∞
i=0[cn]π

n ∈ WOE
(OC), 满

足 0 < |c0|C < 1 且 |c1|C = 1. 或者等价地, ξ 是显式的, 当且仅当 ξ = [c0] + uπ, 其中

c0 ∈ mC , u 是 WOE
(OC) 中的单位.

将 p 替换为 π, 并重复引理2.27证明中的论证, 可以证明存在一个包含 E 的逆倾斜

C ′, 使得 C ′ 是由一个显式元素的商. 此外, 由于 WOE
(OC) 的泛性质, 有一个双射

{
WOE

(OC) 中的突出元素
}
'
{
包含 E 的 C 的逆倾斜

}
,

因此我们定义经典 Tate点 |YE,C |cl 为由三元组 (K, ι, u)组成的集合,其中 (K, ι)是 C 的

一个逆倾斜, u : E → K 是一个 Qp-态射. 然后有一个自然的包含映射 |YE,C |cl ↪→ |YE,C |,

由 K 上的赋值给出. 同样地, 定理2.38对于 YIE,C 也成立, 即 BI
E,C 是一个 PID, 其最大

谱等于 |YIE,C |cl, 每个极大理想都由一些显式元素生成.

我们考虑在 YE,C 上, 将 ϕ 的作用 x 7→ xp 替换为 ϕd 的作用, 其中 d 是 E/Qp 的剩

余指数, 因为 ϕd 在 E 上作用为恒等映射.

定义 2.50. 与 E,C 相关联的 Fargues-Fontaine 曲线是商空间 XE,C = YE,C/ϕdZ.

注 2.51. 设 |X I
E,C |cl 是投影的像, 则根据定义, 存在一个双射

|XE,C |cl
∼−→
{
包含 E 的 C 的逆倾斜

}
/ϕdZ.
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ϕ 在 |XE,C |cl 上的轨道有恰好 d 个元素. 此外, 假设 E 在 Qp 上是非分歧的, 则 E '

W (Fq)[1p ]. 如果 K 是 C 的一个逆倾斜, 则以下数据是等价的：

• Qp-态射 u : E → K.

• Zp-态射 u : W (Fq)→ OK .

• Fp-态射 Fq → OK/(p).

• Fp-态射 Fq → OC/(π), 其中 π ∈ C 满足 |π|C = |p|K .

• Fp-态射 Fq → OC(因为 Fq 在 Fp 上是 étale 的).

• Fp-态射 Fq → C.

因此, 我们得到一个双射 |YE,C |cl ' |Y|cl ×HomFp(Fq, C), 其中 Y = YQp,C 是我们在前面

一节中定义的进制曲线. 由于 ϕ 在 C 上对 HomFp(Fq, C) 进行循环置换, 因此这个双射

是 ϕ-等变的. 由此, 我们可以得到自然的双射

|XE,C |cl ' (|Y|cl × HomFp(Fq, C))/ϕZ ' |Y|cl/ϕdZ.

因此, XE,C 可以被视为 X 的 Galois Z/dZ-覆盖.

注 2.52. YE,C(resp. XE,C)也可以表示为纤维积 Y×Spa Qp Spa E(resp. X×Spa Qp Spa E).

但是我们需要一些技术条件来确保纤维积在进制空间范畴中存在.

类似地, ϕd 7→ π−n 在 OYE,C
上的数据可以下降到 XE,C 上的一条线丛, 我们用

OXE,C
(n) 表示它. 从定义可以直接得到

H0(XE,C ,OXE,C
(n)) = Bφd=πn

E,C :=
{
f ∈ BE,C

∣∣∣ ϕd(f) = πnf
}
.

因此,
⊕

n∈ZB
φd=πn

E,C 是一个分次 E-代数.

定义 2.53. 与 E 和 C 相关联的进制 Fargues-Fontaine 曲线是一个在 E 上定义的概形,

定义为

XE,C = Proj
⊕
n∈Z

Bφd=πn

E,C .

记号 2.54. 如果没有歧义,我们将用XE(resp. BE, B
I
E,YE,YIE)表示XE,C(resp. BE,C , B

I
E,C ,YE,C ,YIE,C).

我们仍然像前一节中那样用 BI = BI
Qp,C

(resp. B = BQp,C) 和 Y ,X , X 来表示.

命题 2.55. (1) 存在一个自然同构

BI
E ' BeI ⊗E0 E,
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对于每个 I = [a, b] ⊆ (0,∞), 其中 a, b ∈ Z[1
p
] 且 eI = [ea, eb], e 是分歧指数.

(2) 存在一个自然同构

BE ' B ⊗E0 E.

证明. 注意到 E/E0 是完全分歧的, 因此 E = E0[π] ' E0[x]/f , 其中 π 是 E 的一个均一

化元, f 是 π 的极小多项式, 是 Eisenstein 多项式. 根据定义, 存在一个自然的包含

W (OC)[
p

[$ea]
,
[$eb]

p
] ↪→ W (OC)[

p

[$ea]
,
[$eb]

p
]⊗OE0

OE ↪→
(
W (OC)⊗OE0

OE

)
[
π

[$a]
,
[$b]

π
]

它在 p-进完备化并可逆 p 后诱导了一个嵌入

BeI ↪→ BI
E.

然后张量上 E 我们得到 uI : BeI ⊗E0 E → BI
E, b ⊗ πi 7→ bπi. 显然它是单射的. 由于

uI 的像是稠密的, 如果且仅如果 BeI ⊗E0 E 是完备的, 它才是同构的, 因为 BeI ⊗E0 E 是

BeI 的有限扩张. 这证明了 (1).

当 I 变化时, 同构 uI 是兼容的. 即对于 I ⊆ I ′, 下图交换：

BeI′ ⊗E0 E BI′
E

BeI ⊗E0 E BI
E

uI′

uI

其中垂直映射是自然包含. 因此, 取极限我们有

BE = lim←−
I

BI
E ' lim←−

I

(BeI ⊗E0 E) ' lim←−
I

(BeI [x]/(f)) = (lim←−
I

BeI)[x]/f ' B ⊗E0 E.
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第三章 关于 p 的全纯函数

在本章中, 我们的主要目标之一是证明前一章中定义的环 B 是一个主理想整环. 为

了得到这个结果, 我们需要一些关于 p的 p-进复分析的工具. 我们仍然使用记号 2.54中

的符号.

3.1 B 作为 Banach 空间

我们可以将 BI 理解为 Ainf[
1
p[π]

] 的一些子环的代数极限, 从而得到 B. 但是, 我们也

可以将 B 理解为 Ainf 上的一族范数的完备化. 注意, 在本节中, 为了简单起见, 我们仅

讨论 E = Qp 的情况, 但所有的陈述都可以通过用 E 的一个分歧定则 πE 替换 p 来推广

到任意 E. 首先我们回顾一些拓扑代数学.

定义 3.1. 设 V 是 Qp 上的拓扑向量空间, 我们称 V 是一个 p-进 Banach 空间, 如果存

在一个开的 Zp-子模 V0 ⊆ V , 它在加法下闭合, 并且 V0 作为 Abel 群在 p-进拓扑意义下

是完备的, 并且满足 V = V0[
1
p
].

例 3.2. 固定一个 Qp 上的非阿基米德范数 | · |Qp , 例如取 | · |Qp 使得 |p|Qp = 1
p
. 设 V 是

Qp 上的向量空间. 我们定义 V 上的 范数为一个函数 | · |V : V → R≥0, 满足

|λv|V = |λ|Qp |v|V , |v + w|V ≤ max(|v|V , |w|V ), |v|V = 0⇒ v = 0.

这定义了 V 上的度量, 其中 d(v, w) = |v − w|. 如果 V 是关于这个度量空间中的分离完

备空间, 则 V 是一个 p-进 Banach 空间, 其中我们取

V0 =
{
v ∈ V

∣∣ |v|V ≤ 1
}
,

它被称为 V 的 开单位球. 相反地, 每个 p-进 Banach 空间都可以从这个构造中获得. 设

V0 ⊆ V 是一个开的 Zp-模, 它在 p-进拓扑意义下是完备的. 我们可以通过公式

|v|V = inf
{
|λ|Qp : v ∈ λ · V0

}
,

定义 V 上的范数, 其中 V0 是它的开单位球.

例 3.3. 设 V 是 Qp 上的向量空间, 它有两个不同的范数 | · |V 和 | · |′V . 我们定义 V 上

的度量为以下公式

d(v, w) = |v − w|V + |v − w|′V .
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如果 V 关于这个度量是完备的, 则 V 是一个 p-进 Banach 空间, 并且我们可以取 V0 为

V0 =
{
v ∈ V

∣∣ |v|V ≤ 1 and |v|′V ≤ 1
}
.

例 3.4. 设 K 是 Qp 上的完备赋值域. 则 K 是一个 p-进 Banach 空间.

如果 V 是 Qp-向量空间, 则它关于它的范数的完备化可以被识别为 V̂0[
1
p
], 其中

V̂0 := lim←−
n

V0/p
nV0.

此外, 关于度量 d(v, w) = |v − w|V + |v − w|′V 的完备化也可以被表示为 V̂1[
1
p
], 其中

V1 =
{
v ∈ V

∣∣ |v|V ≤ 1 and |v|′V ≤ 1
}

.

现在让我们转向我们感兴趣的情况. 固定一个特征为 p 的完美胚域 C♭, 其估值环为

O♭
C . 选取一个元素 $ ∈ C♭, 满足 0 < |$|C♭ < 1, 并考虑局部化环 Ainf[

1
p[ϖ]

]. 这个环的每

个元素都有一个 Teichm�uller 展开式

∑
n�−∞

[cn]p
n,

其中系数 cn ∈ C♭ 是有界的. 利用这个展开式, 我们可以定义高斯范数:

定义 3.5 (高斯范数). 固定一个实数 0 < ρ < 1. 对于 Ainf[
1

p[ϖ]
] 中的每个元素 f =∑

n�−∞[cn]p
n, 我们定义

|f |ρ = sup
{
|cn|C♭ρn

}
.

注 3.6. 在我们的情况下, 这个定义是有意义的, 因为实数 |cn|C♭ 对于 n� 0 消失, 并且

随着 n → ∞ 呈指数衰减. 此外, 上确界 sup
{
|cn|C♭ρn

}
只需要有限个 n 的取值即可实

现.

设 y = (K, ι) ∈ Y 是一个点, 它同时也是 C♭ 的逆倾斜的同构类. 对于每个这样的点

y, 我们都有以下环同态

θy : Ainf → OK ,
∑
n≥0

[cn]p
n 7→

∑
n≥0

c♯np
n,

它可以扩展为 Ainf[
1

p[ϖ]
]→ K. 我们将 f 沿着这个同态的像记为 f(y) ∈ K.

注 3.7. 设 y = (K, ι) 是 Y 中的一个点, 设 ρ = |p|K . 则对于 Ainf[
1

p[ϖ]
] 中的每个元素
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f =
∑

n�−∞[cn]p
n, 我们有

|f(y)|K =
∣∣∣ ∑
n�∞

c♯np
n
∣∣∣
K
≤ sup

{
|c♯n|K · |p|nK

}
= sup

{
|cn|C♭ · |p|nK

}
= |f |ρ.

我们称 ρ 在 f 中是通用的, 如果上确界 sup
{
|cn|C♭ρn

}
恰好被一个 n 实现. 也就是

说, ρ 在 f 中是通用的, 如果存在一个整数 n, 使得 |f |ρ = |cn|C♭ρn, 并且对于所有整数

m 6= n, 我们有 |cm|C♭ρm < |f |ρ. 在这种情况下, 我们有 |f |ρ = |f(y)|K .

假设 ρ0 在 f 中不是通用的, 则对于足够小的 ε 6= 0, (ρ0 − ε, ρ0 + ε)\{ρ0} 中的所有

ρ 都在 f 中是通用的. 这意味着集合

{
ρ ∈ (0, 1)

∣∣∣ ρ 在 f 中不是通用的
}

是稠密的.

命题 3.8. 对于每个 0 < ρ < 1, 映射 | · |ρ : Ainf → R≥0 是一个乘法范数 (在例子 3.2 的

意义下), 并且与 Qp 上的范数 | · |Qp 满足 |p|Qp = ρ 是相容的.

证明. 首先我们证明 |f + g|ρ ≤ max(|f |ρ, |g|ρ). 假设满足以下条件:

(∗) 实数 ρ 在 f + g 中是通用的, 并且属于 C♭ 的赋值群.

在这种情况下, 我们可以选择一个点 y = (K, ι) ∈ Y 满足 |p|K = ρ(例如, 通过取 OK =

Ainf/([c]− p), 其中 c ∈ C♭ 是任意满足 |c|C♭ = ρ 的元素). 因此我们有

|f + g|ρ = |f(y) + g(y)|K ≤ max(|f(y)|K , |g(y)|K) ≤ max(|f |ρ, |g|ρ).

因此, 该命题对于满足 (∗) 条件的实数 ρ 成立, 该条件在 (0, 1) 中是稠密的. 因此, 通过

连续性, 我们有 |f + g|ρ ≤ max(|f |ρ, |g|ρ) 对于所有 ρ ∈ (0, 1).

接下来, 对于每个 f ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
] 和每个整数 n, 我们有 |nf |ρ ≤ |f |ρ. 通过连续性论

证,我们有 |λf |ρ ≤ |f |ρ. 如果 λ ∈ Z×
p ,则同样的论证给出 |f |ρ ≤ |λf |ρ,因此 |f |ρ = |λf |ρ.

由于 Q×
p ' Z×

p × pZ, 我们将情况缩小到检查 |pf |ρ = |p|Qp |f |ρ, 这个式子可以通过定义得

到证明.

如果 |f |ρ = 0, 则由于平凡的原因有 f = 0. 我们通过证明对于每个 f, g ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
],

都有 |fg|ρ = |f |ρ · |g|ρ 来完成证明. 假设所有的 f, g 和 fg 都满足条件 (∗). 同样地, 我

们可以选择一个点 y = (K, ι) ∈ Y 满足 |p|K = ρ, 然后我们有

|f · g|ρ = |(f · g)(y)|K = |f(y)|K · |g(y)|K = |f |ρ · |g|ρ.
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同样地, 该命题在一个稠密子集上成立, 通过连续性, 我们有 |fg|ρ = |f |ρ · |g|ρ 对于所有

ρ ∈ (0, 1).

命题 3.9. 假设 a 和 b 是 C♭ 的赋值映射的值域. 选取 $a, $b ∈ C♭ 使得 |$a|C♭ = a 且

|$b|C♭ = b. 则单位球的交集

V0 =
{
f ∈ Ainf[

1

p[$]
]
∣∣∣|f |a ≤ 1, |f |b ≤ 1

}
是子环 Ainf[

[ϖa]
p
, p
[ϖb]

].

证明. 我们已经证明了 V0 是一个子环,并且它包含 Ainf[
[ϖ]
p
, p
[ϖ]

]. 假设 f =
∑

n�−∞[cn]p
n

满足 |f |a ≤ 1 和 |f |b ≤ 1, 其中 a 和 b 都是 C♭ 的赋值映射的值域. 根据假设, cn 的绝对

值有一个上界. 我们可以找到一个足够大的整数 m, 使得每个乘积 $m
b cn 都落在 O♭

C 中.

因此我们有

f = (
∑
n≤m

[cn]p
n) + (

∑
n≥0

[cn+m$
m
b ]p

m)(
p

[$b]
)m,

其中第二个和式是 Ainf 中的元素. 因此我们将问题约化到 Teichm�uller 展开式是有限的

情况. 假设 |f |a ≤ 1 和 |f |b ≤ 1, 则对于每个整数 n, 我们有

|cn|C♭an ≤ 1, |cn|C♭bn ≤ 1,

即 cn$
n
a , cn$

n
b ∈ O♭

C . 当 n ≤ 0 时, 我们有 [cn]p
n = [cn$

n
a ](

[ϖa]
p
)−n ∈ Ainf[

[ϖa]
p
]；当 n ≥ 0

时, 我们有 [cn]p
n = [cn$

n
b ](

p
[ϖb]

)n ∈ Ainf[
p

[ϖb]
].

注 3.10. 我们也可以考虑有理子集

Ya,b = U
({p, [$a]}

[$a]
,
{p, [$b]}

p

)
=
{
|[$b]| ≤ |p| ≤ |[$a]|

}
.

环 Ba,b := OY(Ya,b)被认为是 Ainf[
1

p[ϖ]
]关于 | · |a 和 | · |b 两个赋值的完备化. 如果我们固

定一个赋值 | · |C♭ = r 的伪均一化元素 $, 并假设存在 u, v ∈ R≥0 使得 |$u|C♭ = |$a|C♭

和 |$v|C♭ = |$b|C♭(例如, $a, $b 是 $ 的某个幂的 pn-次方根), 则我们有

Ya,b =
{
|[$b]| ≤ |p| ≤ |[$a]|

}
=
{
|[$v]| ≤ |p| ≤ |[$u]|

}
= Y[ru,rv ].

注意, 设 y = (K, ι) ∈ Ya,b, 则同态

Ainf[
1

p[$]
]→ K, f 7→ f(y)
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可以扩展为一个连续的环同态 Ba,b → K, 我们也用 f 7→ f(y) 表示这个同态.

命题 3.11. 对于 0 < a ≤ c ≤ b < 1, 对于每个 f ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
], 我们有 |f |c ≤

max(|f |a, |f |b).

证明. 直接根据定义得出.

推论 3.12. 回忆 B = lim←−Ba,b, 则 B 是 Ainf[
1

p[ϖ]
] 关于所有高斯赋值

{
| · |ρ

}
ρ∈(0,1) 的完备

化.

注 3.13 (复解析的类比). 设 f 是定义在 punctured unit disk D×
C =

{
z ∈ C

∣∣ 0 < |z| < 1
}

上的全纯函数. 那么 f 可以展开为 Laurent 级数形式

f(z) =
∑
n∈Z

cnz
n,

其中系数 cn 是满足

lim sup
n>0

|cn|1/n ≤ 1, lim
n→∞

|c−n|1/n = 0.

的复数. 反之, 对于任意满足这些条件的复数序列 {cn}n∈Z, 级数
∑
cnz

n 决定了 D×
C 上

的一个全纯函数.

在我们的情况下, 假设我们有一个 Teichm�ulle 展开的形式和式

∑
n∈Z

[cn]p
n,

其中每个 cn 都是 C♭ 中的元素. 那么这个和式在 B 中收敛当且仅当它在每个 ρ ∈ (0, 1)

的高斯赋值下都收敛. 也就等价于说

lim sup
n>0

|cn|1/nC♭ ≤ 1, lim
n→∞

|c−n|1/nC♭ = 0.

因此, 我们称环 B 为 p-进“开 punctured unit disk”上的“全纯函数”环. 事实上, 我们

有以下表格:
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完美胚几何 复分析

{C 的逆倾斜}/ ∼ 开单位圆盘 U = {z ∈ C | |z| < 1}

素数 p 坐标函数 z

C 本身作为逆倾斜 原点 z = 0

Ainf 幂级数
∑

n≥0 cnx
n, 其中 |cn| ≤ 1

Ainf[
1
[ϖ]

] 幂级数
∑

n≥0 cnx
n, 其中 |cn| 有界

Ainf[
1

p[ϖ]
] 洛朗级数

∑
n≥−k cnx

n, 其中 |cn| 有界

B 复全纯函数 O(U\{0})

类似于复分析中允许本性奇点存在于全纯函数环中, 环 B 允许一些具有“在 p = 0

处本性奇点”的函数存在. 对于每个 e ∈ 1 +m♭
C , 考虑形式和式

log([e]) :=
∑
n>0

(−1)n+1 ([e]− 1)n

n
.

这个形式和式在每个 ρ ∈ (0, 1) 的高斯赋值下都收敛, 因为当 n→∞ 时, |([e]− 1)n|ρ 指

数级下降, 而 | 1
n
|ρ 的增长远远不及它. 因此, 我们得到了一个在 Ainf[

1
p[ϖ]

] 中没有意义的

元素 log([e]) ∈ B. 此外, 形式和式的定义自动满足对于 e1, e2 ∈ 1 +m♭
C , 我们有

log([e1e2]) = log([e1]) + log([e2])

因此, 我们有 log([e]) ∈ Bφ=p, 这是因为以下等式成立:

ϕB(log([e])) = log(ϕC♭([e])) = log([ep]) = p log([e]),

其中第一个等式来自于 B 上的 Frobenius ϕB 的可加性和连续性. 需要注意的是, 这可

以通过使用形式群的理论推广到任意局部域 E.

定义 3.14. 设 f ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
], 则对于每个正实数 s, 我们通过公式

vs(f) = − log |f |exp(−s)

来定义 vs(f) ∈ R ∪ {∞}. 具体来说, 设 f =
∑

n�∞[cn]p
n 是 Teichm�uller 展开, 我们有

|f |ρ = sup{|cn|C♭ρn}, vs(f) = inf{v(cn) + ns}.
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特别地, 当且仅当 f = 0 时, vs(f) =∞.

由于高斯赋值的性质, 我们有

vs(fg) = vs(f) + vs(g), vs(f + g) ≥ min(vs(f), vs(g)).

假设 f 是非零的, 并固定一个正实数 s, 则下确界 vs(f) 取自某个集合 {n0 < · · · <

nk} 中有限多个 n 的值. 因此, 对于足够小的 ε, 我们有

vs+ϵ(f) = vs(f) + n0ε, vs−ϵ(f) = vs(f)− nkε.

这证明了以下命题:

命题 3.15. 设 f ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
] 是一个非零元素. 则映射 s 7→ vs(f) 决定了一个函数

v•(f) : R>0 → R,

它是分段线性的, 斜率为整数, 并且是凹的（即斜率是单调递减的）.

注 3.16. 设 f 是 Ainf[
1

p[ϖ]
] 中的一个非零元素. 上述命题表明, 该函数在每个点 s ∈ R>0

处都有良定义的左导数和右导数, 我们用 ∂−vs(f) 和 ∂+vs(f) 来表示它们.

例 3.17. 设 ξ 是 Ainf 的一个突出元素, 即 ξ =
∑

n≥0[cn]p
n, 其中 cn ∈ O♭

C , 且 |c0|C♭ <

1, |c1|C♭ = 1. 那么我们有

vs(ξ) = min(v(c0), s).

我们的目标是证明 vs(f) 可以扩展到 Ba,b 的每个元素, 最终扩展到 B 的每个元素.

引理 3.18. 设 s 是正的实数, f1, f2, · · · ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
] 是对于 Gauss 赋值 | • |exp(−s) 的一个

柯西序列, 且其不趋近于零. 则序列

vs(fi), ∂−vs(fi), ∂+vs(fi)

最终是常数序列.

证明. 设 a = lim
i→∞

vs(fi). 则存在一个整数 n,使得对于所有 n′ > n,都有 vs(fn−fn′) > a,

进而有 vs(fn) = a. 由连续性, 对于任意 n′ > n, 存在一个小区间 I = (s− ε, s+ ε), 使得

vt(fn′ − fn) > vt(fn) 对 t ∈ I 成立. 因此,

vs(fn′) = vs(fn), ∂−vs(fn) = ∂−vs(fn′), ∂+vs(fn) = ∂+vs(fn′).
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引理 3.19. 对于 0 < a < b < 1, 设 f1, f2, · · · ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
] 是一个关于 Gauss 范数 | • |a

和 | • |b 的 Cauchy 序列, 且该序列不趋向于零. 则函数序列 {s 7→ vs(fn)} 在闭区间

[− log(b),− log(a)] 上是趋于常数的.

证明. 不失一般性, 我们可以假设每个 fi 都非零. 令 s = − log(b). 由于根据前一个引理,

我们可以假设 vs(fi) 对于所有 i 都取相同的值 r ∈ R 且 ∂+vs(fn) 对于所有 n 都取相同

的值 k ∈ Z. 由于对于所有 i, 函数 v•(fi) 都是凹的, 因此对于某个 i, 函数 vt(fi) 在区间

[− log(b),− log(a)] 上的上界为 r′ = max(r, r + k log( b
a
)). 选择足够大的 n, 使得对于所

有 n′ > n, 我们有 |fn′ − fn|ρ < exp(−r′) 对于所有 ρ 成立, 等价于在 [− log(b),− log(a)]

上有 vt(fn′ − fn) > r′. 然后我们有 vt(fn) = vt(fn′) 对于所有 t ∈ [− log(b),− log(a)] 成

立.

设 f 是 Ba,b 中的一个元素. 存在一个序列 {fn}n∈Z≥0
, 其中 fn 是 Ainf[

1
p[ϖ]

] 中的元

素, 它们相对于
{
| • |ρ

}
ρ∈[a,b] 的范数收敛于 f . 我们定义相对于 s ∈ [a, b] 的 vs(f) 为

vs(fi) 的极限. 注意, vs(f) 不依赖于 {fn}n∈Z≥0
的选择. 我们证明了以下定理:

定理 3.20. 设 f 是 Ba,b 中的一个元素. 则构造 s 7→ vs(f) 是一条整斜率的分段线性函

数, 并且它是凹的.

注 3.21. 函数 s 7→ vs(f) 源自于复分析中的 Hadamard 三圆定理. 假设给定正实数

a < b, 并且让 f :
{
z ∈ C

∣∣ a ≤ |z| ≤ b
}
→ C 是一致连续函数, 并且在圆环的内部是全纯

的. 考虑函数

s 7→ sup
|z|=es

|f(z)|,

Hadamard 三圆定理断言它在区间 (− log(b),− log(a)) 上是凸的.

推论 3.22. 环 Ba,b 是整环.

证明. 设 f, g 是 Ba,b 中的两个非零元素. 则 s 7→ vs(f) 和 s 7→ vs(g) 都是有上界的分段

线性函数. 我们有 vs(fg) = vs(f) + vs(g) <∞ 对于所有 s ∈ [a, b] 成立, 因此 fg 在 Ba,b

中不为零.

推论 3.23. 假设 C♭ 是代数闭的. 设 y = (K, ι) ∈ Ya,b 是关于元素 ξ ∈ Ainf 的逆倾斜.

如果 g ∈ Ba,b 在点 y 处为零, 即 g ∈ ker(Ba,b → K), 则 g 可被 ξ 整除 (唯一).

证明. 首先假设 g 属于环 Ainf[
1

p[ϖ]
]. 那么我们可以写成 g = g0

pn[ϖ]m
, 其中 g0 ∈ Ainf. 显然,

g ∈ ker(Ba,b → K) 等价于 g0 ∈ ker(Ba,b → K). 在前一章中, 我们看到 θK : Ainf → K 的

核由 ξ 生成. 因此存在 h ∈ Ainf 使得 g = h · ξ.
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现在我们处理一般情况. 设 g 是 Ba,b 中的元素, 它是序列 g1, g2, · · · ∈ Ainf 的极

限. 由于我们假设 C♭ 是代数闭的, 映射 ] : C♭ → K 是满射的. 因此, 我们可以写成

gi(y) = c♯i, 其中 ci ∈ C♭ ∈ K(我们称 gi(y) 为 Ba,b → K 的像 gi). 由于 Ba,b → K 的连续

性, 序列 gi(y) 在 K 中收敛于零, 因此由 |gi(y)|K = |c♯i|K = |ci|C♭ 可知 ci 在 C♭ 中收敛

于零. 此外, Teichm�uller 提升 {[ci]}n∈Z+ 在 Ainf 中收敛于零. 因此序列 {gi− [ci]}n∈Z+ 收

敛于 g. 通过取代 gi 为 gi − [ci], 我们可以假设每个 gi 满足 gi(y) = 0. 由第一部分, 我们

有 gi = hi · ξ. 我们断言 hi 收敛于 Ba,b 中的元素 h, 然后由连续性得到 g = h · ξ. 因此我

们将通过证明 {hi} 相对于 | • |a 和 | • |b 是 Cauchy 序列来完成证明. 我们观察到对于每

个 0 < ρ < 1, 都有

|gi − gj|ρ = |ξ · (hi − hj)| = |ξ|ρ · |hi − hj|ρ,

因此我们有

|hi − hj|ρ =
|gi − gj|ρ
|ξ|ρ

→ 0

当 i, j →∞ 时. 由于 Ba,b 是整环, 因此 h 是唯一的.

我们通过给出一个“内在”的描述来结束本节, 描述 Ainf 作为 B 的子环.

定理 3.24. 设 f 是 B 的一个非零元素. 下面的条件等价:

1. 对于每个 0 < ρ < 1, 都有 |f |ρ ≤ 1.

2. 元素 f 属于 Ainf ⊆ B.

有了这个定理, 我们立即得到以下推论:

推论 3.25. 设 f 是 B 的一个非零元素. 那么:

• 元素 f 属于局部化 Ainf[
1
p
] 当且仅当存在一个整数 n, 使得对于所有 0 < ρ < 1, 都

有 |f |ρ ≤ ρn.

• 元素 f 属于局部化 Ainf[
1
[π]
]当且仅当存在一个常数 C > 0,使得对于所有 0 < ρ < 1,

都有 |f |ρ ≤ C.

• 元素 f 属于局部化 Ainf[
1
p[π]

] 当且仅当存在一个常数 C > 0 和一个整数 n, 使得对

于所有 0 < ρ < 1, 都有 |f |ρ ≤ Cρn.

引理 3.26. 设 f 是 B 的一个元素. 假设存在一个整数 m, 使得对于所有 0 < ρ < 1, 都

有 |f |ρ ≤ ρm. 那么存在 c ∈ O♭
C 和 g ∈ B, 使得

f = [c]pm + g,
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并且 g 满足 |g|ρ ≤ ρm+1.

证明. 将 f 替换为 f
pm

, 我们可以将情况简化为 m = 0, 即对于每个满足 |f |ρ ≤ 1 的 f ,

存在 c ∈ O♭
C 和 g ∈ B 使得

f = [c] + g

且 |g|ρ ≤ ρ. 设 fi ∈ Ainf[
1

p[ϖ]
] 是一个收敛于 f 的序列, 且 fi =

∑∞
n�−∞[cn,i]p

n. 我们设

f+
i =

∑∞
n=0[cn,i]p

n. 我们断言 f+
i 也收敛于 f . 为了证明这个断言, 我们只需要证明对于

每个 ρ ∈ (0, 1) 都有

|fi − f+
i |ρ → 0,当i→∞,

取一个小正数 ε. 那么序列 f1, f2, · · · 关于范数 | · |ϵ·ρ 收敛于 f , 因此对于足够大的 i（取

决于 ε）, 我们有

|fi|ϵ·ρ = |f |ϵ·ρ < 1,

因此我们有

sup(|cn,i|C♭εnρn) < 1.

对于每个负的 n, 这意味着

|cn,i|C♭ρn < ε−n < ε,

这意味着 |fi − f+
i |ρ → 0, 当 i→∞.

现在将 fi 替换为 f+
i , 我们可以假设存在一个序列 fi ∈ Ainf[

1
[ϖ]

], 它收敛于 f , 并且

我们写成

fi =
∞∑
n=0

[cn,i]p
n.

对于两个指标 i, j, fi − fj 的 Teichm�uller 展开形式为 [c0,i − c0,j] +高阶项. 因此根据定

义, 我们有

|c0,i − c0,j|C♭ ≤ |fi − fj|ρ,

这意味着 {c0,i} 在 C♭ 中是一个 Cauchy 序列. 将该序列设为 c ∈ C♭ 的极限. 由于映射

[·] : C♭ → Ainf 是连续的（其中我们将 Ainf 赋予 (p,$)-拓扑）,在 Ainf 中,序列 [c0,i]收敛

于 [c]. 不等式 |c0,i|C♭ ≤ |fi|ρ < 1 意味着 c0,i ∈ O♭
C , 因此 c ∈ O♭

C . 现在设 gi = fi − [c0,i],

g = lim
i→∞

gi, 我们将通过证明对于每个 ρ ∈ (0, 1), g 满足 |g|ρ ≤ ρ 来完成证明. 否则, 假设

vs(g) < s. 注意每个 vs(gi) 都有正整数斜率, 因此 vs(g) 也有正整数斜率. 画出 vs(g) 和

34



第三章. 关于 p 的全纯函数

s 的图像, 可以找到 s′ ∈ (0, s), 使得 vs′(g) 是负数, 即 |g|exp(−ρ) > 1. 这与事实矛盾：

|g|ρ = |f − [c]|ρ ≤ sup(|f |ρ, |c|C♭) ≤ 1.

定理 3.24 的证明. 2 ⇒ 1 是显然的, 现在我们证明它的逆命题. 设 f 是 B 中的元素, 对

于每个 ρ ∈ (0, 1), 我们有 |f |ρ < 1. 根据上面的引理, 存在 f1 ∈ B 使得 |f1|ρ ≤ ρ, 并且

f = [c0] + f1, 其中 c0 ∈ O♭
C . 再次使用引理, 我们得到 c1 ∈ O♭

C 和 f2, 满足

f1 = [c1]p+ f2,

其中对于每个 ρ ∈ (0, 1), 我们有 |f2|ρ ≤ ρ2. 重复这个过程, 我们得到序列 {cn} 和 {fn}.

因此, 我们有

f =
∞∑
n=0

[cn]p
n ∈ Ainf.

3.2 Bϕ=p
n
和除子

作为一个应用, 我们使用上一节中定义的构造 v•(f) 来证明以下定理.

定理 3.27. 设 n 是一个负整数. 则 Bφ=pn = 0.

证明. 首先, 对于任意的 g ∈ B, 我们有

|ϕ(g)|ρp = |g|pρ, |png|ρ = ρn|g|ρ.

然后将其转化为 v•(g) 的形式, 我们有

vps(ϕ(g)) = pvs(g), vs(p
ng) = ns+ vs(g).

现在假设 f 是 Bφ=pn = 0 中的一个非平凡元素, 满足 ϕ(f) = pnf , 其中 n 是一个负整

数. 我们有

pvs/p(f) = vs(ϕ(f)) = vs(p
nf) = ns+ vs(f).

接下来对两边进行右导数运算, 得到

∂+vs/p(f) = n+ ∂+vs(f).
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这与 v•(f) 是凸函数的事实矛盾. 因此, 我们证明了 Bφ=pn = 0, 证毕.

定理 3.28. 从 Qp 到 Bφ=1 的标准映射是一个同构.

引理 3.29. 设 f 是 Bφ=1 中的一个非零元素. 则存在一个整数 n, 对于所有的 0 < ρ < 1

都有 |f |ρ = ρn.

证明. 对于每个 ρ ∈ (0, 1), 我们有

|f |pρ = |ϕ(f)|ρp = |f |ρp .

这意味着恒等式 pvs(f) = vps(f), 对其两边求导可得

∂−vs(f) = ∂−vps(f).

这表明 v•(f) 是一个线性函数, 即 vs(f) = r + ns. 恒等式 pvs(f) = vps(f) 说明 r = 0.

最后, vs(f) = ns 等价于 |f |ρ = ρn.

定理 3.28 的证明. 设 f 是 Bφ=1 中的非零元素. 结合上述引理和推论3.25, f 是 Ainf[
1
p
]

中的非零元素, 即 f 具有唯一的 Teichm�uller 展开式

f =
∞∑

n�−∞

[cn]p
n,

其中每个 cn 属于 O♭
C . 由于 f 在 Frobenius 作用下不变, 因此

∞∑
n�−∞

[cn]p
n = f = ϕ(f) =

∞∑
n�−∞

[cpn]p
n,

这意味着 cn = cpn. 这等价于说 cn ∈ Fp, 因此 f ∈ W (Fp)[1p ] = Qp.

我们的下一个目标是理解 n > 0 时 Bφ=pn 的结构. 回忆一下, 我们定义了曲线为

X = Proj
⊕
n∈Z

Bφ=pn ,

对于每个 f ∈ Bφ=pn , 我们可以将其视为 X 上向量丛的一个截面, 并定义其关联的除

子. 为了做到这一点, 我们需要确定在每个点上的消失点和消失次数. 对于每个非倾斜

点 y = (K, ι) ∈ |Y|, 有一个自然的映射 B → K 由此点确定, 我们称 f 在 y 处消失, 如

果 f 沿着这个映射的像是零. 为了定义消失次数的概念, 我们需要引入环 B+
dR, 它是完

备的局部环 ÔY,y.
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定义 3.30. 设 y = (K, ι) 是 C♭ 的一个特征零非倾斜点, 因此我们有一个自然的满同态

θ : Ainf ↠ OK , 它的核是一个主理想 (ξ), 我们定义 B+
dR = B+

dR(y) 为如下逆极限

· · · → (Ainf/(ξ
3))[

1

p
] ↠ (Ainf/(ξ

2))[
1

p
] ↠ (Ainf/(ξ))[

1

p
] ' K.

注 3.31. 环 B+
dR 确实取决于逆倾斜点的选择, 但不取决于理想 ker(θ) 的生成元 ξ 的选

择.

注 3.32. 通过一些简单的计算, 我们可以将 (Ainf/(ξ
n))[1

p
] 替换为 (Ainf/(ξ

n))[ 1
ϖ
]. 如果我

们考虑特征 p 的情况, 即 ξ = p 的情况, 我们有 B+
dR ' W (C♭).

命题 3.33. 环 B+
dR 是一个完备离散赋值环, 其均一化元是 ξ.

证明. 为了证明此命题, 我们只需要证明以下三个命题:

(1) ξ 在 B+
dR 中的像不是零因子.

(2) 环 B+
dR 是 ξ-完备的, 即 B+

dR ' lim←−nB
+
dR/(ξ

n).

(3) B+
dR/(ξ) ' K.

我们断言 Ainf/(ξ
n) 是 (Ainf/(ξ

n))[1
p
] 的一个子环, 即 p 在每个 Ainf/(ξ

n) 中不是零因子.

的确, 我们对 n 归纳证明. 当 n = 1 时成立. 假设 py ∈ (ξn) ⊆ (ξ), 其中 n 是正整

数, y ∈ Ainf. 由于 p 在 Ainf/(ξ) 中不是零因子, 我们有 y = ξy′, 其中 y′ ∈ Ainf. 由

于 ξ 在 Ainf 中不是零因子, 我们有 py′ ∈ (ξn−1), 通过归纳假设即可得证. 因此, 对于

每个 x = {xn} ∈ B+
dR, 其中 xn ∈ (Ainf/(ξ

n))[1
p
], 我们可以选择一个整数 k(n), 使得

pk(n)xn ∈ Ainf/(ξ
n).

(1) 的证明: 假设相反, 那么存在 x = {xn} ∈ B+
dR, 使得 xξ = 0. 那么我们有对于

每个 n, pk(n)xnξ = 0 在 Ainf/(ξ
n) 中成立. 由于 ξ 再次不是零因子, 我们有 pk(n)xn ∈

Ainf/(ξ
n−1),这意味着 xn−1 = 0在 Ainf/(ξ

n−1)中成立. 由于 n是任意的,因此得出 x = 0.

(2) 和 (3) 的证明: 我们只需要证明等式

B+
dR/(ξ

n) ' (Ainf/(ξ
n))[

1

p
].

等式是由定义显然成立. 为了证明其单射性, 我们只需要证明对于每个 x ∈ B+
dR, 如果它

在 (Ainf/(ξ
n))[1

p
] 中的像为零, 则 x 可以在 B+

dR 中被 ξn 整除. 将 x = {xm}m≥0 写成上

面的形式, 其中 pk(m)xm ∈ Ainf/(ξ
m). 然后, pk(m)xm 在 Ainf/(ξ

n) 中的像为零, 因此我们

可以对于所有 m ≥ n, 写成 pk(m)xm = ξmym, 其中 ym ∈ Ainf/(ξ
n−m). 然后, 序列 { ym

pk(m)}
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定义了我们所需的 B+
dR 中的元素. 由此可以得到 (3) 当 n = 1 时成立. 这就证明了该命

题.

注 3.34. 环 B+
dR 非规范同构于 K[[ξ]].

定义 3.35. 我们定义 BdR 为 B+
dR 的分式域, 即 B+

dR[
1
ξ
].

注意,对于每个特征为零的逆倾斜 y = (K, ι),我们都有一个自然的映射 Ainf → B+
dR.

由于 [$] 和 p 在 B+
dR 中都是可逆的, 我们将此映射扩展到 Ainf[

1
p[ϖ]

]→ B+
dR. 此外, 我们

可以将其扩展到 Ba,b, 然后扩展到 B.

命题 3.36. 设 0 < a ≤ b < 1 为实数, 满足 a ≤ |p|K ≤ b. 则上述映射扩展为一个自然映

射 Ba,b → B+
dR, 我们将其记为 f 7→ f̂y.

证明. 不失一般性, 我们可以假设 a = |p|K = b, 并因此选择 C♭ 的伪均一化元 $, 使得

|$|C♭ = |p|K . 首先, 我们有诱导映射

en : Ainf[
[$]

p
,
p

[$]
]→ B+

dR/(ξ
n) ' (Ainf/(ξ

n))[
1

p
].

我们断言存在一个整数 k(n), 使得 en 的像落在

p−k(n)(Ainf/(ξ
n)) ⊆ (Ainf/(ξ

n))[
1

p
],

然后通过 p-adic 完备化得到

en : Ba,b → B+
dR/(ξ

n).

这是因为 p−k(n)(Ainf/(ξ
n))已经是 p-adic完备的. 于是所有的 en确定了一个映射 Ba,b →

B+
dR.

现在我们证明这个断言. 我们的假设 |$|C♭ = |p|K 保证了 f 和 g 沿着映射 B →

B+
dR/(ξ) ' K 的像都落在估值环 O♭

C 中. 因此, 我们可以找到 f ′, f ′′, g′, g′′ ∈ Ainf/(ξ
n), 使

得

f = f ′ +
ξ

pc
f ′′, g = g′ +

ξ

pc
g′′,
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其中 c 是足够大的整数. 那么对于任何整数 m, 我们有

fm = (f ′ +
ξ

pc
f ′′)m

=
m∑
i=0

(
m

i

)
f ′m−i(

ξ

pc
f ′′)i

=
n−1∑
i=0

(
m

i

)
f ′m−i(

ξ

pc
f ′′)i

∈ p−nc(Ainf/(ξ
n)).

对于 g 也是类似的.

现在我们可以通过使用 BdR 的赋值来定义零点阶数和除子.

定义 3.37. 设 f 是 Ba,b(其中 0 < a < b < 1 或 B) 的元素. 我们定义在 y = (K, ι) 处的

零点阶数 ordy(f) 为 f̂y 在 B+
dR 中的赋值. 我们用

Diva,b(f) :=
∑

y∈|Ya,b|

ordy(f) · y, Div(f) :=
∑
y∈|Y|

ordy(f) · y,

来表示 f 在 Ya,b 或 Y 上的除子, 其中 Diva,b(f) 属于由所有逆倾斜 y ∈ |Y| 生成的自由

阿贝尔群.

注 3.38. 我们稍后将展示 Diva,b(f) 总是有限的和, 而 Div(f) 不一定是有限的.

例 3.39. 设 ξ 是 Ainf 中的一个突出元素, 则有两种情况:

1. 如果 ξ 是 p 的单位倍数, 则 ξ 在每个 B+
dR(y) 中的像都是可逆的, 因此 Div(ξ) = 0.

2. 如果 ξ 不是 p 的单位倍数, 则存在唯一的逆倾斜 y = (K, ι), 使得 Ainf → OK 的核

由 ξ 生成. 由此得到 ordy(ξ) = 1, 对于每个 y′ 6= y, 都有 ordy′(ξ) = 0, 因此除子

Div(ξ) = y.

在上一节中, 我们构造了一种生成 Bφ=p 中元素的方式, 即对于每个 ε ∈ m♭
C , 我们有

对数

t = log([ε]) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 ([ε− 1])n

n
∈ Bφ=p.

然而, 还有一种更自然的方法来构造 Bφ=p 中的元素. 如果我们假设 f ∈ Bφ=p 有

Teichm�uller 展开式
∑

n�−∞[cn]p
n, 则我们有

ϕ(f) = ϕ(
∑
n∈Z

[cn]p
n) =

∑
n∈Z

[cn]
ppn =

∑
n∈Z

[cn]p
n+1,
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因此我们有 cpn = cn−1 对于所有 n ∈ Z. 唯一可能的元素形式为
∑

n∈Z
[c]p

n

pn
, 其中 c ∈ C♭.

这些元素在 B 中收敛的充分必要条件是 c 满足 0 < |c|C♭ < 1, 即 c ∈ m♭
C . 事实上, 我们

将展示这些方法产生了相同的元素.

引理 3.40. 设 exp(x) =
∑

n≥0
xn

n!
是指数函数在 Qp[[x]] 中的幂级数表示. 则我们有以下

形式幂级数的恒等式:

exp(x) =
∏
d>0

(
1

1− xd
)
µ(d)
d ,

其中 µ 是莫比乌斯函数, 满足 µ(d) = (−1)n, 当 d = p1 · pn 为不同质数的乘积时, 否则

µ(d) = 0.

证明. 对右侧取对数, 我们有

log(
∏
d>0

(
1

1− xd
)
µ(d)
d ) =

∑
d>0

log(( 1

1− xd
)
µ(d)
d )

=
∑
d>0

µ(d)

d
log( 1

1− xd
)

=
∑
d>0

µ(d)

d

∑
d′>0

xdd
′

d′

=
∑
n>0

xn

n

∑
d|n

µ(d)

= x.

最后一个等式来自于当 n = 1 时,
∑

d|n µ(d) = 1, 否则为 0 的性质.

在 p-进数域中, 指数函数的收敛性比在实数域中要弱得多. 然而, 我们可以对它进

行一些修改.

定义 3.41. 固定一个素数 p, 我们定义 Artin-Hasse 指数函数 E(x) 为幂级数

E(x) =
∏

(d,p)=1

(
1

1− xd
)
µ(d)
d .
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注 3.42. 在 Q[[x]] 中再次取对数, 我们有

logE(x) =
∑

(d,p)=1

µ(d)

d
log( 1

1− xd
)

=
∑

(d,p)=1

µ(d)

d

∑
d′>0

xdd
′

d′

=
∑
n>0

xn

n

∑
d|n,(d,p)=1

µ(d)

= x+
xp

p
+
xp

2

p2
+ · · · .

因此, 我们有 E(x) = exp(x+ xp

p
+ xp

2

p2
+ · · · ).

根据定义, 可以验证 E(x) 是一个幂级数, 其系数属于子环 Z(p), 且 E(x) = 1 + x +

高次项, 因此该构造将 m♭
C 中的每个 c 映射到 E(c), 定义了一个双射 m♭

C → 1 +m♭
C .

定理 3.43. 设 x ∈ m♭
C, 则有

∑
n∈Z

[xp
n
]

pn
= log([E(x)]).

证明. 回忆对于任意 y ∈ O♭
C , Teichm�uller提升 [y]可以通过极限 limk→∞ ỹk

pk 来计算, 其

中 ỹk 是任意位于 yp
−k 上的 W (OK) 中的元素. 特别地, 对于 x ∈ m♭

C , 我们有

[1− x] = lim
k→∞

(1− [xp
−k

])p
k

,

因此

log( 1

[1− x]
) = lim

k→∞
pk log( 1

1− [xp−k ]
)

= lim
k→∞

pk
∑
m>0

[xmp
−k
]

m

=
∑

α∈Z[1/p]>0

[xα]

α
.
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现在我们写出

log([E(x)]) = log([
∏

(d,p)=1

(
1

1− xd
)
µ(d)
d ])

=
∑

(d,p)=1

∑
α∈Z[1/p]>0

µ(d)
[adα]

dα

=
∑

β∈Z[1/p]>0

∑
d

µ(d)
[aβ]

β
,

其中在最后一个表达式中, 我们将 β = pnk, 其中 (p, k) = 1, 并且 d 取遍 k 的所有因子.

因此, 根据莫比乌斯函数的性质, 可以将上式写成

∑
n∈Z

[ap
n
]

pn
.

我们已经在形式级数的意义下验证了等式,可以检查这些表达式在环B中是收敛的.

现在我们讨论形如 log([x]) 的元素的除子, 其中 x ∈ m♭
C . 我们将证明 log([x]) 仅在

单个 Frobenius 轨道上具有简单零点, 即

Div(log([x])) =
∑
n∈Z

ϕn(y)

对于某个 y ∈ Y .

记号 3.44. 记 Qcyc
p 为由

⋃
n∈Z Qp(ζpn) 的 p-进完备化得到的完美域. 我们将以下元素记

为 (Qcyc
p )♭ 中的某个元素:

ε = (1, ζp, ζp2 , ζp3 , · · · ) ∈ (Qcyc
p )♭,

其中 ζpn 是一个原根,满足 ζppn = ζpn−1 . 根据定义,我们有 ε♯ = 1, (ε−1)♯ = limn→∞(ζpn−

1)p
n ∈ pO(Qcyc

p )♭ . 因此, ε 是 1 +m(Qcyc
p )♭ 中的元素, 即其赋值为

0 < |ε− 1|(Qcyc
p )♭ < 1.

设 (K, ι) 是 C♭ 的一个逆倾斜, 并且 u : Qcyc
p → K 是一个嵌入, 我们将诱导映射

(Qcyc
p )♭ → K♭ ' C♭ 记为 fu,ι.

定理 3.45. 映射 (K, ι, u) 7→ fu,ι(ε) 在如下集合上诱导了一个双射 (仅在集合意义下):

{
装备有 Qcyc

p → K 的 C♭ 的逆倾斜(K, ι)
}
' 1 +m♭

C .
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证明. 现在固定 1 + m♭
C 中的一个元素 x, 我们需要证明存在唯一的 K, 带有一个嵌

入 u : Qcyc
p → K, 满足 (x

1
pn )♯ = u(ζpn). 因此, 元素 (x

1
p )♯ 是 K 中的一个原根, 即

满足 1 + (x
1
p )♯ + · · · + ((x

1
p )♯)p−1 = 0 的元素. 考虑映射 θ : Ainf → OK , 它使得元素

ξ = 1 + [x1/p] + · · · + [(x1/p)p−1] 在 K 中被消为 0. 我们断言 ξ 是突出. 我们将 ξ 写成

ξ =
∑∞

n=0[cn]p
n 的形式. 由于 x ≡ 1 (mod m♭

C), 所以 ξ 在 W (k) = W (O♭
C/m

♭
C) 中的像

为 p, 因此 c0 ∈ m♭
C , 并且 |c1 − 1|C♭ < 1. 根据定理 2.26, 存在唯一的逆倾斜 K 使得 ξ

在 K 中被消为 0. 而且 {x♯, (x1/p)♯, (x1/p2)♯, · · · , (x1/pn)♯, · · · } 确定了一个 pn 次单位根

的可兼容序列, 这相当于确定了一个嵌入 u : Qcyc
p → K. 因此, 我们得到了由 (K, ι, u)到

fu,ι(ε) 的映射. 显然这个映射是单射, 因为 fu,ι(ε) 唯一确定了 K 和 u. 我们只需要证明

这个映射是满射, 即对于任意 x, 存在 (K, ι, u) 使得 fu,ι(ε) = x. 这恰好是上面的构造所

证明的. 这样, 我们就建立了 (K, ι, u) 和 fu,ι(ε) 之间的双射.

如果 K 是 C♭ 的一个逆倾斜, 并且它具有一个嵌入 u : Qcyc
p → K, 那么我们可以找

到其他的逆倾斜: 即我们可以用 α ∈ Z×
p 给出的 ζpn 7→ ζαpn 的自同构预合成 f . 在上述对

应关系下, 1 +m♭
C 上的 Z×

p -作用是由指数给出的.

推论 3.46. 存在一个自然的双射

{
包含 Qcyc

p 的 C♭ 的逆倾斜(K, ι)
}/
同构关系 ' (1 +m♭

C)/Z×
p .

此外, 如果我们考虑左侧的 Frobenius作用 (K, ι) 7→ (K, ι ◦ϕ), 那么右侧的 ϕZ-作用

是由将 x 映射为 x1/p 给出的.

推论 3.47. 存在一个自然的双射

{
包含 Qcyc

p 的 C♭ 的逆倾斜(K, ι)
}/

ϕZ
C♭ ' (1 +m♭

C)/Q×
p .

上述双射中的逆映射可以定义为 log([x]) 的零点集. 设 x 是 1 +m♭
C 中的一个元素,

我们定义 V (x) 为所有包含 Qcyc
p 的逆倾斜 y = (K, ι) 的集合, 满足

θy(log([x])) = 0,

或者等价地说, log(x♯) = 0 在 K 中成立. 为了证明它是一个逆映射, 我们需要以下引理.

引理 3.48. 设 K 是一个特征为零的域, 它关于一个非阿基米德绝对值完备且具有剩余

特征 p. 构造 y 7→ log(y) 诱导了一个双射

{
y ∈ K

∣∣∣ |y − 1| < |p|1/(p−1)
K

}
∼−→
{
z ∈ K

∣∣∣ |z| < |p|1/(p−1)
K

}
.
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证明. 由于 log 和 exp 是形式级数的逆运算, 我们只需要验证当 z < |p|1/(p−1)
K 时 exp(z)

的收敛性. 由于我们在非阿基米德域中工作, 因此收敛性等价于说 lim supn→∞ | z
n

n!
| = 0.

实际上, 对于每个 z < |p|1/(p−1)
K , 我们有

lim sup
n→∞

|z
n

n!
| = lim

n→∞
| z

pn

(pn)!
| < lim

n→∞
|p|

1
p−1

(pn−
∑k=n−1

k=0 (p−1)n−k(k+1)) = 0.

注 3.49. 常数 |p|1/(p−1)
K 是最优的. 如果我们假设 K 有一个原始的 p 次单位根 ζp, 则有

|ζp − 1|K = |p|1/(p−1)
K . 然而, 我们有

p log(ζp) = log(ζpp ) = log(1) = 0,

因此 log(ζp) = 0 = log(1), 即对数映射不是单射.

定理 3.50. 推论 3.47 中的逆映射由 x 7→ V (x) 给出.

证明. 令 x 是 1 + m♭
C 中的元素. 首先, 如果我们假设 log(x♯) = 0 在一个逆倾斜 (K, ι)

中成立, 那么对于每个整数 n ∈ Z, log(x♯) 在 (K, ι ◦ ϕZ) 中也为零, 因为有以下关系

log((xp−n

)♯) = log((x♯)p−n

) = p−n log(x♯).

因此 V (x) 确实是一些 Frobenius 轨道. 我们现在证明它是单个轨道. 对于任何逆倾

斜 (K, ι), 元素 X♯ 满足 |(xpn)♯ − 1| < |p|1/(p−1)
K 对于某些 n � 0 成立. 因此, 如果

log(x♯) = 0, 则 log((xpn)♯) = 0, 从而由引理 3.48, (xpn)♯ = 1. 我们选择 n 尽可能小, 使得

(xp
n−1

)♯ 6= 1. 通过将 ι 与适当的 Frobenius ϕC♭ 幂的复合, 我们可以假设 n = 0: 也就是

说, 我们有 x♯ = 1, 但 (x1/p)♯ 6= 1, 这样 (K, ι) 就是定理 3.45 证明中的元素 x 对应的逆

倾斜.

例 3.51. 设 x 是 m♭
C 中的元素. 我们已知 log([x]) 只在单个 Frobenius 轨道上为零. 现

在我们证明它在此轨道上每个点的消失阶数为 1. 取来自消失轨迹的元素 y = (K, ι), 其

对应的特殊元素为

ξ = 1 + [x1/p] + · · ·+ [x(p−1)/p] =
[x]− 1

[x1/p]− 1
∈ Ainf.

注意, [x1/p] 的像是原根 ζp, 因此 ζp − 1 在 K 中可逆, 因此 [x1/p]− 1 在 B+
dR(y) 中可逆.
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因此 [x]− 1 是 B+
dR(y) 的一元生成元. 同余式

log([x]) =
∑
k>0

(1)k+1

k
([x]− 1)k ≡ [x]− 1 (mod ([x]− 1)2)

表明 ordy(log([x])) = 1. 对于轨道中的其他元素 y′,可以对某个适当的 n ∈ Z使用相同的

论证来证明 log([xpn ]) 的消失阶数为 1. 由于 p 是 B+
dR 中的单位, log([xpn ]) = pn log([x])

的阶数与 log([x]) 相同. 因此我们有

Div(log([x])) =
∑
n∈Z

ϕn(y),

其中 y 可以取为轨道中的任何元素.

现在我们陈述两个定理, 它们将在下一节中证明.

定理 3.52. 设 C♭ 是特征 p 的代数闭完备域, 则 C♭ 的每个逆倾斜 K 都是代数闭的.

定理 3.53. 设 C♭ 是特征 p 的代数闭完备域, 且 0 < a ≤ b < 1. 则:

1. 设 x 是 Ba,b 的一个非零元素. 则对于每个 y = (K, ι) ∈ |Ya,b|, 都有 ordy(x) < ∞.

此外, 仅有有限多个元素 y ∈ |Ya,b| 满足 ordy(x) 6= 0.

2. 设 x, y 是 Ba,b 的非零元素. 则 x 能被 y 整除, 当且仅当 ord(x) ≥ ord(y), 或者等

价地,

Diva,b(x) ≥ Diva,b(y).

推论 3.54. 假设 C♭ 是代数闭的. 则 C♭ 的每个逆倾斜 K 都来自于某个元素 x ∈ 1+m♭
C

的 log([x]) 的消失轨迹. 此外, Qp-向量空间的映射

ρ : 1 +m♭
C

log(x♯)−−−−→ K

是满射, 其核由 x 生成.

注 3.55. 这里的 1 +m♭
C 是在乘法和指数 Qp-作用下的 Qp-向量空间.

证明. 根据定理 3.52, 我们有 K 是代数闭的, 因此它必须包含 Qcyc
p . 第一个陈述立即来

自定理 3.50. 为了证明第二个陈述, 我们只需要证明 ρ 是满射. 设 z 是 K 的一个元素.

由于 ρ 是 Qp-向量空间的映射, 我们可以假设 |z|K < |p|1/(p−1)
K (这里 exp(x) 是良好定义

的), 通过乘以 p 的某个幂次使得成立. 由于 K 再次是代数闭的, 我们可以找到一个 pn
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次根的兼容序列, 即我们可以找到某个 y ∈ C♭, 使得 y♯ = exp(z). 我们有

|y♯ − 1|K = | exp(z)− 1| = |z|K < 1,

因此我们有 z = log(y♯). 这证明了 ρ 是满射的. ρ 的核, 根据定理 3.50, 由 log([x♯]) 生

成.

推论 3.56. 假设 C♭ 是代数闭的. 则映射

1 +m♭
C

log([x])−−−−→ Bφ=p

是 Qp-向量空间的同构.

证明. 由上述推论可知, 单性直接得证, 因为 log([x]) 在不同的 Frobenius 轨道上为零.

我们只需要证明每个 f ∈ Bφ=p 都可以写成 log([x]) 的形式, 其中 x ∈ 1 + m♭
C . 假设

f 6= 0, 否则我们取 x = 1. 我们断言 f 有非零除子, 即 Div(f) 6= 0. 否则, 由定理3.53可

知, f 在 B 中可逆, 并且存在一个非零元素 f−1 ∈ Bφ=p−1 . 这与定理??所述 Bφ=p−1
= 0

矛盾.

由于 Div(f) 6= 0, 我们选择一个满足 ordK(f) ≥ 1 的 C♭ 的逆倾斜 K. 由于 ϕ(f) =

pf , 因此 f 在 K 的 Frobenius 轨道上为零, 即对于每个属于 Frobenius 轨道的 K ′, 都有

ordK′(f) ≥ 1. 再次利用定理3.53, 设 x 是在逆倾斜 K 处为零的元素, 则不等式

Div(log([x])) =
∑
n∈Z

ϕn(K) ≤ Div(f)

推出 f 在 B 中被 log([x]) 整除. 即, 我们可以将 f 写成 f = g · log([x]) 的形式, 其中

g ∈ B. 由于 f 和 log([x]) 都属于 Bφ=p, 我们有 g ∈ Bφ=1 = Qp. 然后, 我们在 Qp-向量

空间 1 +m♭
C 中用 Qp 的标量积修改 x, 使得 f = log([x]).

注 3.57. 结合定理 3.43, 我们可以将每个 f ∈ Bφ=p 写成下面的形式

∑
n∈Z

[ap
n
]

pn
.

定理 3.58. 对于 n ≥ 0,每个 Bφ=pn 的非零元素 f 都能因式分解为 λ log([ε1]) · · · log([εn])

的形式, 其中 λ ∈ Qp, εi ∈ 1 + m♭
C. 此乘积在重新排序和乘以 Q×

p 中的元素后是唯一确

定的.

证明. 使用归纳法. 当 n = 0 时, 无需证明. 我们假设 n > 0. 注意到 f 在 B 中不可逆,
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否则 f−1 是 Bφ=p−n 中的元素, 而 Bφ=p−n
= 0. 因此 f 的除子不是平凡的. 类似上面的

证明, 我们可以找到 ε1 ∈ 1 + m♭
C , 使得 f = g · log([ε1]), 其中 g ∈ Bφ=pn−1 . 根据我们的

假设, 我们可以将 g 写成 g = λ log([ε2]) · · · log([εn]) 的形式, 因此 f 可以被写成所需的

乘积形式.

为了证明唯一性,我们只需要证明对于 1 6= ε ∈ 1+m♭
C ,元素 log([ε])是环

⊕
n∈ZB

φ=pn

中的素元素. 也就是说, 对于
⊕

n∈ZB
φ=pn 中的 f, g, 如果 f · g 可以被 log([ε]) 整除, 则

f 可以被 log([ε]) 整除, 或者 g 可以被 log([ε]) 整除. 由于 log([ε]) 是齐次的, 因此我们只

需要证明当 f, g 是齐次时的情况. 设 K 是属于 log([ε]) 的零点集的逆倾斜. 那么 f 或 g

在 K 处为零, 不妨设 f 在 K 处为零. 由于 f 是 Frobenius 特征向量, 因此 f 在 K 的

Frobenius 轨道上为零. 根据定理3.53, f 可以被 log([ε]) 整除.

注 3.59. 上述定理表明 P 是由 P1 = Bφ=p 在 P0 = Qp 上生成的.

设 P 表示分次环
⊕

n∈ZB
φ=pn . 回忆一下, Fargues-Fontaine 曲线 X 的定义是

Proj P . X 的点是 P 的齐次素理想. 由于 B 是整环 (P 也是), 零理想是 P 的齐次

素理想. 设 p 是 P 的一个非零齐次素理想. 上述定理告诉我们, p 包含一个形如 log([ε])

的元素. 我们断言 p 由 log([ε]) 生成, 因为 log([ε]) 是 P 的极大理想. 实际上, 对于一个

零点集包含逆倾斜 K 的 log([ε]), 映射的复合

P ↪→ B
θK−→ K

是满射的, 其核由 log([ε]) 生成. 这表明了由某个 1 6= ε ∈ 1 + m♭
C 的生成的理想是极大

的. 综上, X 有唯一的泛点和代表 C♭ 的逆倾斜的 Frobenius 轨道的闭点, 即我们证明了

以下推论.

推论 3.60. 存在以下一一对应:

{
C♭ 的逆倾斜

}
/ϕZ '

{
X 的闭点

}
,

其中逆倾斜 K 被实现为对应点的剩余域.

推论 3.61. Fargues-Fontaine 曲线 X 是 Dedekind 概形.

证明. 根据定义, X 可以由开仿射子集 D(f) = Spec R覆盖,其中我们记 R = (B[ 1
f
])φ=1,

f ∈ P . 使用上面的论证, 我们可以证明 R 的每个素理想都由形如 log([ε]) 的单个元素生

成, 因此每个素理想都是有限生成的, 因此 R 是 Noetherian. 然后, 由于每个非零素理想

都是极大的, 它具有 Krull 维度 1. 最后, 每个极大理想都由单个元素生成, 因此是正则

的. 这些事实推出 R 是 Dedekind 的, 因此 X 也是 Dedekind 的.
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3.3 关于除子的定理和代数闭性

在本节中, 我们大致概述定理3.53和定理3.52的证明. 在推论3.23中, 我们展示了如

果 f ∈ Ba,b 在点 y ∈ Y 处消失, 那么 f 可以被对应的显著元素 ξy 整除. 这为证明定

理3.53提供了一个策略. 设 f, g 是满足 Diva,b(f) ≤ Diva,b(g)的两个的元素. 我们可以假

设 Diva,b(f) 不是平凡的, 并找到一个点 y ∈ Y , 使得 f 和 g 都能被 ξy 整除, 即 f = ξyf1

和 g = ξyg1. 然后, 我们将情况简化为 f1 和 g1, 满足 Diva,b(f1) ≤ Diva,b(g1). 然后我们

可以重复这个论证: 如果 Diva,b (f1) 6= 0, 我们可以找到另一个在点 y2 ∈ Ya,b 处消失的突

出元素 ξ2, 使得 f1 = ξ2 · f2 且 g1 = ξ2 · g2. 继续这样进行, 我们得到满足以下条件的序

列 {fn}、{gn} 和 {ξn}:

f = ξ1 · ξ2 · · · ξn · fn g = ξ1 · ξ2 · · · ξn · gn

为了证明定理 2, 我们必须证明以下内容:

(1′) 这个过程最终会停止: 也就是说, 我们最终会陷入 Diva,b (fn) = 0 的情况. 在这

种情况下, 我们有 Diva,b(f) = y1 + y2 + · · ·+ yn.

(2′) 当这个过程停止时, 元素 fn 是一个单位元 (因此自动地整除 gn).

命题 3.62. 设 f 是 Ba,b 中的非零元素, 令 N = ∂−vβ(f)− ∂+vα(f) ≥ 0. 那么上述概述

的构造必定在 ≤ N 步内终止. 也就是说, f 不能被消失在点 yi ∈ Ya,b 上的显著元素 ξi

的乘积 ξ1 · ξ2 · · · ξN+1 整除.

证明. 我们在前面看到, 如果 ξ 是 Ainf 中的一个显著元素, 那么函数 s 7→ vs(ξ)由以下公

式给出:

vs(ξ) =

s 若s ≤ v(ξ)

v(ξ) 其他情况.

如果 ξ 消失的点属于 Ya,b, 那么 v(ξ) 属于区间 [β, α], 因此有

∂−vβ(ξ) = 1 ∂+vα(ξ) = 0
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特别地, 如果我们能够写成 f = ξ1 · ξ2 · · · ξN+1 · fN+1, 那么我们有

N = ∂−vβ(f)− ∂+vα(f)

=

(
N+1∑
i=1

∂−vβ (ξi)− ∂+vα (ξi)

)
+ (∂−vβ (fN+1)− ∂+vα (fN+1)

≥

(
N+1∑
i=1

∂−vβ (ξi)− ∂+vα (ξi)

)
= N + 1

这产生了矛盾.

我们将从以下定理推导出定理3.53:

定理 3.63. 设 f 是 Ba,b 中的非零元素. 以下条件等价:

(a) 元素 f 在 Ba,b 中可逆.

(b) 整数 N = ∂−vβ(f)− ∂+vα(f) 等于零 (特别地, 凹函数 s 7→ vs(f) 在区间 [β, α] 上是

线性的).

(c) 除子 Diva,b(f) 等于零. 也就是说, 不存在点 y ∈ Ya,b 使得 f(y) = 0.

注意, 推论 (b)⇒ (c) 可从命题 6 得出. 推论 (a)⇒ (b) 也是显然的: 如果 f 有一个

逆元 f−1 ∈ Ba,b, 那么很容易看出

∂−vβ
(
f−1
)
= −∂−vβ(f) ∂+vα

(
f−1
)
= −∂+vα(f),

所以

N = ∂−vβ(f)− ∂+vα(f) = −∂−vβ
(
f−1
)
+ ∂+vα

(
f−1
)
≤ 0.

命题 3.64. 设 f 是 Ba,b 中的非零元素. 如果 ∂−vβ(f) = ∂+vα(f), 则 f 在 Ba,b 中可逆.

证明. 首先假设 f 属于环 Ainf

[
1
p
, 1
[π]

]
, 因此具有唯一的 Teichmüller 展开式:

f =
∑

n�−∞

[cn] p
n

其中实数 |cn|Cb 有界. 在这种情况下, 函数 s 7→ vs(f) 对所有 s > 0 由公式

vs(f) = inf
n∈Z

(v (cn) + ns)
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给出. 等式 ∂−vβ(f) = ∂+vα(f) 等价于要求函数 s 7→ vs(f) 在区间 [β, α] 的一个小邻域

内是线性的, 并且与线性函数

s 7→ v (cn0s) + n0s = vs ([cn0 ] p
n0)

在该邻域上相等；由此可知, 我们有

v (cn) + ns > v (cn0) + n0s

对于 n0 6= n 和 s ∈ [β, α] 成立. 重新表述为绝对值的形式, 我们有

|cn0|Cb ρ
n0 > |cn|Cb ρ

n

对于所有 n 6= n0 和 ρ ∈ [a, b].

我们希望证明在这种情况下, 函数 f 是可逆的. 通过将 f 替换为商 f
[cn0 ]p

n0
, 我们可

以将其化简为 n0 = 0 且 [cn0 ] = 1 的情况, 使得我们的不等式可以重写为

1 > |cn|Cb ρ
n.

对于 n 6= 0 和 ρ ∈ [a, b], 取 ε =
∑

n 6=0 [cn] p
n, 我们有 |ε|ρ = sup{|cn|ρn}n 6=0 < 1. 因

此, ε 在环 Ba,b 中是拓扑幂零的, 因此 f = 1 + ε 的逆可以表示为收敛级数:

f−1 = (1 + ε)−1 = 1− ε+ ε2 − ε3 + · · ·

这完成了当 f 属于 Ainf

[
1
p
, 1
[π]

]
情况下的证明. 现在我们来处理一般情况. 设 f 是

Ba,b 中的一个非零元素, 我们将其写为以下序列的极限:

f1, f2, f3, · · · ∈ Ainf

[
1

p
,
1

[π]

]
该序列对于 ρ ∈ [a, b] 的 Gauss 范数 | • |ρ 是 Cauchy 的. 之前我们证明了:

∂−vβ(f) = ∂−vβ (fn) ∂+vα(f) = ∂+vα (fn)

对于足够大的 n 成立. 通过取子序列, 我们可以假设对于所有 n 这些等式都成

立. 在这种情况下, 我们的假设 ∂−vβ(f) = ∂+vα(f) 保证对于每个 n 也有 ∂−vβ (fn) =

∂+vα (fn). 根据我们之前证明的特殊情况, 这意味着每个 fn 在视为完备环 Ba,b 中的元
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素时是可逆的. 让我们将逆元记为 f−1
n . 对于每个 ρ ∈ [a, b], 我们有:

∣∣f−1
m − f−1

n

∣∣
ρ
=

∣∣∣∣fn − fmfm · fn

∣∣∣∣
ρ

=
|fn − fm|ρ
|fm|ρ · |fn|ρ

当 m 和 n 趋于无穷大时, 这个表达式的分子趋于零 (因为序列 {fn} 对于 Gauss 范数

| • |ρ 是 Cauchy 的), 而分母趋于 |f |2ρ. 因此, 量 |f−1
m − f−1

n |ρ 趋于零. 也就是说, {f−1
n }

对于每个 ρ ∈ [a, b] 都是 Cauchy 序列, 因此收敛到 Ba,b 中的一个元素 g. 根据连续性,

我们有 f · g = 1, 因此 f 是可逆的, 正如所需.

以上命题完成了 (b)⇒ (a). 现在只需要证明 (c)⇒ (b), 即如下定理.

定理 3.65 (根的存在性, 版本 1). 假设 C♭ 是代数闭的. 设 f 是 B[a,b] 中的一个非零元

素, 并且假设 ∂−vβ(f) 6= ∂+vα(f). 那么存在一个点 y ∈ Y[a,b] 使得 f(y) = 0.

注意, 在版本 1 的情况下, 我们可以找到某个 ρ ∈ [a, b], 使得对于 s = − log(ρ),

∂−vs(f) 6= ∂+vs(f). 为了证明定理 1 在 Ya,b 上有一个根, 我们只需要证明它在 Y[ρ,ρ] 上

有一个根. 换句话说, 我们可以假设不失一般性地 a = ρ = b. 因此, 我们只需要证明定

理 1 的以下特殊情况：

定理 3.66 (根的存在性, 版本 2). 假设 C♭ 是代数闭的. 设 f 是 Bρ,ρ 中的一个非零元

素, 并设 s = − log(ρ). 如果 ∂−vs(f) > ∂+vs(f), 那么 f 在某个点 y ∈ Yρ,ρ 处取零值.

由于定理3.23, 以上定理实际上等价于:

定理 3.67. 设 f 是 B[ρ,ρ] 中的一个非零元素. 那么 f 可以分解为

f = g · ξ1 · ξ2 · · · ξn,

其中每个 ξi 是 Ainf 中的一个突出元素, 在某个点 yi ∈ Yρ,ρ 处取零值, 而 g 是 Bρ,ρ 中的

一个可逆元素.

在这里我们无法完整地证明这个定理, 仅大致陈述其证明思路. 这里 f 能被视为一

个“解析”函数, 而该定理即是寻找其零点. 我们的思路大致是通过找到一些“代数”函

数收敛到 f , 并且这些函数的零点逐渐逼近 f 的零点.

具体而言, 我们记 Y = Y ∪ {0}, 这里 0 代表特征为 p 的逆倾斜. 对于任意两点

x, y ∈ Y , 定义两点的距离为

d(x, y) = |ξy(x)|Kx ,

其中 ξy 是 y 所对应的突出元素, ξy(x) 表示 ξy 映射到 Kx 的值, Kx 表示 x 的逆倾斜的

域. 可以验证的是, d(−,−) 给出了一个在 Y 上的完备度量.
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不难由定义看出, 给定两个在 Gauss 范数意义下靠近的函数, 其零点间的距离能够

被函数范数所控制. 更进一步,定理的结论在极限意义下保持,也就是说：若给定 Cauchy

列的每一项都符合定理条件, 那么其极限也符合定理条件. 因此, 我们只需要对于有有

限项 Teichmüller 展开的元素验证结论即可. 这时我们把情况约化到了当 f 是关于“p”

的多项式情况, 此时 C♭ 代数闭的条件确保了 f 在某一个逆倾斜 K 中有根, 而并非是 K

的一个有限扩张.

下面我们证明定理3.52.

定理 3.52. 设 K 是完美胚域. 如果倾斜域 Kb 是代数闭域, 则 K 也是代数闭域.

命题 3.68. 设 K 是一个完美域, 使得倾斜域 Kb 是代数闭域, f(x) = xn+a1x
n−1+ · · ·+

an ∈ K[x] 是一个非常数不可约多项式. 设 y 是 K 中的一个元素. 那么存在一个元素

y′ ∈ K 满足以下条件：

|y − y′|K ≤ |f(y)|
1/n
K |f (y′)|K ≤ |pf(y)|K .

从命题3.68证明定理3.52. 设 K 是一个完美域, 使得 Kb 是代数闭域. 我们假设 K 的

特征为零（否则没有什么需要证明的）. 我们希望证明 K 是代数闭域, 即每个非常

数多项式 f(x) ∈ K[x] 在 K 中都有一个根. 不失一般性, 我们可以假设 f(x) 是首

一不可约多项式, 次数为 n > 0. 通过替换 f(x) 为 pndf
(
x
pd

)
, 其中 d � 0, 我们

可以假设 f 的系数属于 OK . 令 y0 = 0, 则有 f (y0) ∈ OK , 或等价地, |f (y0)|K ≤

|p0|K . 应用命题3.68, 我们得出存在 y1 ∈ K, 满足 |y0 − y1|K ≤ |f (y0)|
1/n
K ≤ |p0|1/nK 和

|f (y1)|K ≤ |pf (y0)|K ≤ |p|K . 对于元素 y1 应用命题3.68, 我们得到一个元素 y2 ∈ OK ,

满足 |y1 − y2|K ≤ |f (y1)|
1/n
K ≤ |p|1/nK 和 |f (y2)|K ≤ |pf (y1)|K ≤ |p2|K . 继续这样进行,

我们得到一个序列 y0 = 0, y1, y2, . . . ∈ K, 满足：

|ym − ym+1|K ≤ |p
m|1/nK |f (ym)|K ≤ |p

m|K

由第一个不等式（以及 K 的完备性）, 我们知道序列 {ym} 收敛于一个元素 y ∈ K. 因

此,

|f(y)|K = lim
m→∞

|f (ym)|K = 0

所以 y 是 f 的一个根.

引理 3.69. 设 K 是一个对于非阿基米德绝对值 | • |K 完备的域, f(x) = xn + a1x
n−1 +

· · ·+ an 是一个系数属于 K 的不可约多项式. 如果 an 属于 OK, 则每个 ai 都属于 OK.

证明. 设 L 是 K 上的有限正规扩域, 在 L 上多项式 f(x) 可以分解为 f(x) = (x− r1) ·
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(x− r2) · · · (x− rn). 我们知道 K 上的绝对值能唯一延拓为 L 的绝对值 | • |L. 由于根 ri

在 Gal(L/K) 的作用下是共轭的, 它们必须具有相同的绝对值, 即存在一个实数 λ 满足

对所有 i 都有 |ri|L = λ. 于是, an = (−1)n
∏n

i=1 ri. 因此, 如果 an 属于 OK , 则每个 ri 都

属于 OL. 由此可得, 多项式

f(x) =
n∏
i=1

(x− ri)

的系数属于 OL, 因此每个 ai 都属于 OL ∩K = OK , 证毕.

命题3.68的证明. 设K 是一个满足Kb为代数闭的完美域, f(x) = xn+a1x
n−1+· · ·+an ∈

K[x] 是一个非常数的不可约多项式. 我们希望证明对于每个 y ∈ K, 我们可以找到另一

个点 y′ ∈ K, 满足以下条件：

|y − y′|K ≤ |f(y)|
1/n
K |f (y′)|K ≤ |pf(y)|K

通过将多项式 f(x) 替换为 f(x+ y), 我们可以将问题简化为 y = 0 的情况；在这种情况

下, 我们希望证明存在 y′ ∈ K, 满足以下条件：

|y′|K ≤ |f(0)|
1/n
K |f (y′)|K ≤ |pf(0)|K

假设 f(0) 6= 0（否则, 我们可以取 y′ = 0, 无需证明）. 注意, K 的价值群与 Kb 的价值

群相同, 并且都是可除的（因为 Kb 是代数闭的）. 因此, 我们可以选择一个元素 c ∈ K,

满足 |c|K = |f(0)|1/nK . 在这种情况下, 我们可以将上述不等式重写为∣∣∣∣y′c
∣∣∣∣
K

≤ 1

∣∣∣∣ 1cnf
(
c · y

′

c

)∣∣∣∣
K

≤ |p|K

通过将 f(x) 替换为首一多项式 1
cn
f(cx)（以及 y′ 替换为 y′

c
）, 我们可以简化问题, 使得

|f(0)|K = 1. 在这种情况下, 我们希望证明存在 y′ ∈ K, 满足以下条件：

|y′|K ≤ 1 |f (y′)|K ≤ |p|K

写出 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an. 我们的假设 |f(0)|K = 1 确保 an 属于 OK . 根据如

上引理, 我们可以得出每个系数 ai 属于 OK . 因此, 我们可以选择 ObK 中的元素 bi, 满足

b♯i ≡ ai(modp). 设

g(x) = xn + b1x
n−1 + b2x

n−2 + · · ·+ bn ∈ Kb[x]
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由于 Kb 是代数闭域, 多项式 g(x) 可以分解为乘积形式

g(x) = (x− r1) · · · (x− rn)

其中 r1, r2, . . . , rn ∈ Kb. 注意到我们有

|r1|Kb · · · |rn|Kb = |(−1)nbn|Kb ≤ 1

因此, 必然存在 r ∈ {r1, . . . , rn}, 满足 |r|Kb ≤ 1, 即 r 属于 ObK . 令 y′ = r♯, 我们有

|y′|K = |r|Kb ≤ 1, 并且

f (y′) = y′n + a1y
′n−1 + · · ·+ an

≡ y′n + b♯1y
′n−1 + · · ·+ b♯n (modp)

=
(
r♯
)n

+ b♯1
(
r♯
)n−1

+ · · ·+ b♯n

≡ (g(r))♯ (modp)

= 0

因此, |f (y′)|K ≤ |p|K , 证毕.
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第四章 向量丛的分类

4.1 线丛和它们的上同调

回顾 Fargues-Fontaine 曲线的定义为

X := Proj (
⊕
n∈Z

Bφ=pn).

根据一般的代数几何构造, 每个分次模
⊕

n∈ZB
φ=pn 给出 X 上的一个凝聚层. 特别地,

我们用 OX(m) 表示与
⊕

n∈ZB
φ=pn+m 相关联的凝聚层, 其中 m 是任意整数, 其次数为

0 的部分是 Bφ=pm . 根据定义, 对于任意 U = X\{x}, 我们有

Γ(U,OX(m)) = (B[
1

log([ε]) ])
φ=pm ,

其中 ε ∈ 1 +m♭
C , 使得 log([ε]) 仅在 x 处为 0. 因此, 凝聚层 OX(m) 是一个线丛. 对于每

个 m ∈ Z, 线丛 OX(m) 都配备有自然映射

µm : Bφ=pm → H0(X,OX(m)),

我们将在稍后证明它们是同构. 请注意, 这是非平凡的, 因为分次模
⊕

n∈ZB
φ=pn 远非

Qp-有限型代数.

定理 4.1. 由 m 7→ OX(m) 所定义的映射诱导了一个 Z 到 Pic(X) 的交换群同构.

证明. 单射由于 H0(X,OX(m)) 随着 m 的变化而变化得到保证. 我们只需证明满性. 我

们用 Div(X) 表示 X 的除子群, 即由 X 的闭点生成的自由 Abel 群. 对于任意除子

f =
∑
nxx ∈ Div(X), 我们可以将其关联到一个 Cartier 除子, 即一个理想层, 然后取其

逆层 (因为 X 是 Dedekind 的, 所以逆层也是可逆层). 众所周知, 这给出了一个满射

ρ : Div(X)→ Pic(X).

另一方面, 存在一个交换群的态射

deg : Div(X)→ Z,
∑

nxx 7→
∑

nx.

定理可以由以下交换图导出：
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Div(X)

Z Pic(X)

deg ρ

m 7→OX(m)

只需证明对于任意闭点 x,线丛 OX(x)同构于 OX(1). 选择 ε ∈ 1+m♭
C ,使得 log([ε])

仅在 x 处为 0, 则我们可以将 log([ε]) 视为 OX(1) 的一个全局截面. 因此, OX(1) 可以看

作是其函数域 K 的常值层的一个子层, 通过以下映射

OX(1)→ K, f 7→
f

log([ε]) .

这个子层正是沿着 ρ 的除子 x 的像, 因此 OX(1) ∼= OX(x).

定理 4.2. (1) 对于任意整数 m, 映射 µm : Bφ=pm → H0(X,OX(m)) 都是同构.

(2) 对于任意 m ≥ 0, 当 i > 0 时, 上同调群 Hi(X,OX(m)) 都为零.

证明. 设 t = log([ε]) 为 Bφ=p 中的非零元素, 只在 x ∈ X 处为零, 其中 ε ∈ 1 + m♭
C . 因

此, t 确定了 H0(X,OX(1)) 中的一个全局截面, 考虑以下交换图表

0 Bφ=pm Bφ=pm+1
Bφ=pm+1

/tBφ=pm 0

0 H0(X,OX(m)) H0(X,OX(m+ 1)) H0(X,OX(m+ 1)/tOX(m)) 0

t

µm µm+1 ν

t

我们首先证明, 当 m ≥ 0 时, ν : Bφ=pm+1
/tBφ=pm → H0(X,OX(m+1)/tOX(m)) 是

一个同构.

回忆任意 Bφ=pm+1 中的元素都可以分解为 t0 · · · tm 的形式, 其中 ti ∈ Bφ=p 是在

xi ∈ X 处为零的非零元素. 这样的元素被上述映射所消除, 当且仅当 t0 · · · tm 在 x ∈ X

处为零,即存在 0 ≤ i ≤ m满足 xi = x. 因此, ti是 t的单位倍数,所以 t0 · · · tm ∈ tBφ=pm .

这证明了 ν 是一个单射.

为了证明满射性, 我们考虑以下图表：

Bφ=p/tBφ=1 Bφ=pm+1
/tBφ=pm

H0(X,OX(1)/tOX) H0(X,OX(m+ 1)/tOX(m))

t′m

ν ν

∼
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其中 t′ 是 Bφ=p 中的非零元素, 在 x′ ∈ X 处为零, 但不是 x 处为零的元素. 容易验

证上面的水平箭头是单射, 下面的水平箭头是同构. 因此, 我们只需要证明 m = 0 的情

况即可, 即证明

Bφ=p ∼−→ 1 +m♭
C

log([•])−−−−→ Kx

是满射,其中 Kx 是 x ∈ X 的剩余域 (也是 x的逆倾斜对应). 这是由前一个定理证明的.

对于任意 m ≥ 0, 因为 OX(m+ 1)/tOX(m) 是一个支于单点 x ∈ X 上的凝聚层, 所

以它在一次处的上同调为零. 因此, 我们有以下长正合列：

0→ H0(X,OX(m))
t−→ H0(X,OX(m+ 1))

u−→ H0(X,OX(m+ 1)/tOX(m+ 1))

→ H1(X,OX(m))→ H1(X,OX(m+ 1))→ 0.

根据前面的结果, 我们知道 u : H0(X,OX(m+ 1))→ H0(X,OX(m+ 1)/tOX(m+ 1)) 是

满射, 因此乘以 t 会诱导出一个同构 H1(X,OX(m)) → H1(X,OX(m + 1)). 将这个长正

合列代入蛇引理中, 我们得到以下同构：

ker(µm)→ ker(µm+1),

coker(µm)→ coker(µm+1).

让 m取遍所有非负整数, 我们得到一个直极限的态射, 因此 µ的核和余核与取余极限后

的核和余核相同：

B[
1

t
]φ=1 → lim−→H0(X,OX(m)) ∼= lim−→H0(X,OX(mx))

∼−→ H0(U,OU),

其中 U = X 减去 x 的仿射开子集, 即 x 的零点补集. 根据定义, 这是一个自然同构. 这

证明了 µ 是一个同构. 类似地, 我们有以下自然同构：

H1(X,OX(m))→ lim−→
n≥m

H1(X,OX(n))
∼−→ H1(U,OU) = 0

证明了命题 (2) 的结论.

为了完成证明, 现在我们只需要证明对于任意 m > 0,

H0(X,OX(−m)) = H0(X,OX(−mx))

都为零. 我们声称, H0(X,OX(−mx)) 中的元素可以被识别为在 x ∈ X 处消失 n 阶的
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H0(X,OX) 中的非零元素. 为了证明这一点, 我们可以选择两个开仿射子集 U1 = X 减

去 x 和 U2 = X 减去 x′ 来覆盖 X, 然后写出由线丛 OX(−mx) 给出的转移函数. 我们

可以将 H0(X,OX(−mx)) 看作是 Γ(U2,OX) 中的子模, 其中包含了限制映射给出的包含

映射：

H0(X,OX(−mx)) = Γ(X,OX(−mx)) ↪→ Γ(U2,OX(−mx)) ∼= Γ(U2,OX)

而 Γ(U2,OX) 是 X 的函数域 K(X) 的子模. 设 f 是 Γ(U2,OX) 中的非零元素, 则 f 是

H0(X,OX(−mx)) 的全局截面, 当且仅当 f 在乘上转移函数后落在了 Γ(U1,OX) 中. 对

于 OX(−mx) 的情况, 这等价于 f 可以被 tn 整除, 并且可以唯一地扩展为一个全局截

面. 这证明了我们的声称. 我们知道 H0(X,OX) = Qp, 因此不存在这样的非零元素. 因

此, 对于任意 m > 0, 我们有 H0(X,OX(−m)) = 0.

注 4.3. 请注意, 对于 m < 0, 上同调群 H1(X,OX(m)) 并不为零.

注 4.4. 设 Y 是一个 (完备) 代数闭域 k 上的代数曲线. 则当且仅当满足以下等价条件

时, Y 的亏格为 0：

• Picard 群 Pic(Y ) 同构于 Z.

• 上同调群 H1(Y,OY ) 为零.

4.2 Harder-Narasimhan 分解

本节证明 Fargues-Fontaine 曲线 X 上的每个向量丛都拥有一个典范的 Harder-

Narasimhan 分解. 在这里, “向量丛”指的是局部自由的凝聚层, 而“向量丛之间的映

射”指的是两个向量丛之间的凝聚层态射. 需要注意的是, 存在性和唯一性也适用于一

般情况下的概形, 详见 [HL10]. 我们仍然固定一个特征为 p 的代数闭完备域 C♭. 由上一

节的结果, 我们有一个称为“次数映射”的同构：

deg : Pic(X)→ Z.

更一般地, 对于任意秩为 r 的向量丛 E, 我们定义 E 的次数 deg(E) 为

deg(E) := deg(
r∧
E).
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需要注意的是, 对于任意的秩为 r′, r, r′′ 的向量丛的短正合列 0→ E′ → E→ E′′ → 0, 都

决定了一个典范同构
r∧
E ∼= (

r′∧
E′)⊗ (

r′′∧
E′′),

因此有一个等式 deg(E) = deg(E′) + deg(E′′).

定义 4.5. 对于 X 上的任意向量丛 E, 我们定义 E 的斜率 (slope) 为以下公式：

µ(E) :=
deg(E)
rank(E) .

有些简单的结果可以直接通过定义证明. 设 0→ E′ → E→ E′′ → 0 是 X 上的非零

向量丛的正合列, 则有以下等式：

deg(E) = deg(E′) + deg(E′′), rank(E) = rank(E′) + rank(E′′).

通过这些等式, 可以轻松地得出以下命题：

• 如果 µ(E′) = µ(E′′), 则 µ(E′) = µ(E) = µ(E′′).

• 如果 µ(E′) < µ(E′′), 则 µ(E′) < µ(E) < µ(E′′).

• 如果 µ(E′) > µ(E′′), 则 µ(E′) > µ(E) > µ(E′′).

定义 4.6. 设 E 是 X 上的非零向量丛, λ 是一个有理数. 如果 µ(E) = λ, 并且对于任意

的非零子向量丛 E′ ⊆ E, 都有 µ(E′) ≥ λ, 则称 E 是斜率为 λ 的半稳定 (semistable) 向量

丛.

注 4.7. 实际上, 稳定性的概念是针对凝聚层 (coherent sheaf) 定义的, 详见 [HL10]. 我

们的定义与凝聚层的定义略有不同, 即对于凝聚层 F, 如果对于任意的非零子凝聚层 F′,

都有 µ(F′) ≤ µ(F), 则 F 是半稳定的. 我们声称在我们的情况下这两个定义是等价的.

设 E 是一个斜率为 λ 的半稳定向量丛, E′ 是 E 的一个凝聚子层. 一般来说, 如果我

们将 X 替换为任意概形, 则 E′ 不一定是一个向量丛, 但在我们的情况下它是向量丛. 事

实上, E′ 是无挠的, 因为 X 是 Dedekind 概形, 任何无挠的凝聚层都是局部自由的. 因此

我们可以谈论任何凝聚子层的斜率.

同样, E′ 是一个向量丛, 但不一定是一个子丛 (因为商 E/E′ 可能不是一个向量丛).

然而, E′ 总是包含在一个相同秩的向量子丛 E′ ⊆ E 中. 注意到 deg(E′) ≤ deg(E′). 为了

证明这一点, 我们可以将 E′ 和 E′ 替换为
∧r

E′ 和
∧r

E′, 从而将其简化为 E′ 和 E′ 是线

丛的情况. 由于对于 n > m, 不存在从 OX(n) 到 OX(m) 的非零映射, 因此这种情况是
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平凡的. 因此我们有

µ(E′) ≤ µ(E′) ≤ µ(E).

此外, 如果 E′ 不是子丛, 则第一个等号是严格的. 因此, 任何 E 的真子凝聚层都具有斜

率 ≤ λ.

引理 4.8. 设 E 是一个斜率为 λ 的向量丛, E 半稳定. 那么, E 是半稳定的, 当且仅当对

于任意的向量丛的商 E ↠ F, 我们都有 µ(E) ≤ µ(F).

证明. 令 E′ 是 E→ F 的核, 它适配一个短正合列 0→ E′ → E→ F → 0. 由于 E 是半稳

定的, 我们有 µ(E′) ≤ µ(E), 因此 µ(F) ≥ µ(E).

命题 4.9. 设 E,F 是斜率为 λ, µ 的半稳定向量丛. 如果 λ > µ, 则任何向量丛之间的映

射 f : E→ F 都为零, 即 HomOX
(E,F) = 0.

证明. 如果 f 6= 0, 则 Im(f) 是 F 的一个真子层, 根据 Remark 4.7, 它是一个向量丛. 因

此, 我们有以下短正合列

0→ ker(f)→ E
f−→ Im(f)→ 0.

由定义和引理4.8, 我们有不等式 µ(E) ≤ µ(Im(f)) ≤ µ(F), 这与我们的假设 λ > µ 矛

盾.

命题 4.10. 设 E,F 是两个斜率为 λ 的半稳定向量丛, f : E → F 是向量丛之间的一个

映射. 那么, ker(f) 和 coker(f) 是斜率为 λ 的半稳定向量丛.

证明. 如果 f = 0, 则没有什么需要证明的. 否则, 我们有不等式

λ = µ(E) ≤ Im(f) ≤ µ(F) = λ.

注4.7 保证 Im(f) 是 F 的子丛. 因此, ker(f) 和 coker(f) 的斜率均为 λ. ker(f) 是半稳

定的, 因为 ker(f) 的任何子丛都是 E 的子丛, 斜率 ≤ λ. 为了证明 coker(f) 是半稳定的,

假设存在斜率为 µ(E′) > λ 的子丛 E′ ⊆ coker(f). 考虑 E′ 的原像 E′, 则我们有以下正合

列

0→ Im(f)→ E′ → E′ → 0,

这意味着 E′ 作为 F 的子丛的斜率严格大于 λ, 这与 F 是半稳定的矛盾. 因此, coker(f)

也是半稳定的.
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命题 4.11. 设 0→ E′ → E→ E′′ → 0 是 X 上的向量丛的正合列. 如果 E′,E′′ 是斜率为

λ 的半稳定向量丛, 则 E 也是斜率为 λ 的半稳定向量丛.

证明. 显然有 µ(E) = λ. 设 F是 E的子丛,我们只需要证明 µ(F) ≤ λ. 设 F′ = F∩E′, F′′

是 F 在 E′′ 中的像. 由于 E′ 和 E′′ 是斜率为 λ的半稳定向量丛,我们有 µ(F′), µ(F′′) ≤ λ.

根据正合列

0→ F′ → F → F′′ → 0,

我们得到 µ(F) ≤ λ. 因此, E 也是斜率为 λ 的半稳定向量丛.

推论 4.12. 设 Coh(X) 表示 X 上的所有凝聚层的范畴, Vectssλ (X) 表示斜率为 λ 的半

稳定向量丛的全子范畴. 则 Vectssλ (X) 在 Coh(X) 上是闭合于核、余核和扩展的范畴,

特别地, 它是一个 Abel 子范畴.

警告 4.13. 所有向量丛的全子范畴不一定是一个 Abel 范畴. 一般来说, 一个向量丛间的

态射的余核不一定是一个向量丛.

定义 4.14. 设 E 是 X 上的一个向量丛. 如果存在一个满足以下条件的分次

0 = E0 ⊊ E1 ⊊ E2 ⊊ · · · ⊊ Em = E

, 则称其为 Harder-Narasimhan 分解, 其中

(1) 每个商向量丛 Ei/Ei−1 是某个斜率为 λi 的半稳定向量丛.

(2) 斜率 λi 严格递减, 即 λ1 > λ2 > · · · > λm.

定理 4.15. 设 E 是 X 上的向量丛, 则 E 有唯一的 Harder-Narasimhan 分解.

唯一性的证明. 我们对 E 的秩进行归纳. 假设存在两个不同的 Harder-Narasimhan 分解

0 = E0 ⊊ E1 ⊊ E2 ⊊ · · · ⊊ Em = E, 0 = E′
0 ⊊ E′

1 ⊊ E′
2 ⊊ · · · ⊊ E′

m′ = E.

记 λ1 = µ(E1), λ
′
1 = µ(E′

1),我们断言 λ = λ′. 否则,我们可以假设 λ1 > λ′1. 根据命题 4.9,

我们有对于任何 1 ≤ i ≤ m′, Hom(E1,E
′
i/E

′
i−1) = 0. 由于 E 可以分解成一系列 E′

i/E
′
i−1

的商向量丛, 因此 Hom(E1,E) = 0, 这是一个矛盾.

由于 λ1 = λ′1, 我们得到对于任何 i > 1, λ1 > λ′i, 这保证了 Hom(E1,E
′
i/E

′
i−1) = 0,

因此 Hom(E1,E
′/E′

1) = 0. 特别地, 由于 E 可以分解成一系列 E′/E′
1 的商向量丛, 这意味

着 E1 到 E′/E′
1 的组合映射为零, 即 E1 ⊆ E′

1. 通过对 E1 和 E′
1 交换位置使用同样的论

证, 我们得到 E1 = E′
1. 通过归纳, 我们证明了唯一性.
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为了证明存在性,我们需要找到最大的去稳定子层 (maximal destabilized subsheaf),

即 E 的子层 F, 使得对于任意的子层 G ⊆ E, 我们都有不等式 µ(F) ≥ µ(E), 并且在相等

的情况下, 有 G ⊆ F. 需要注意的是, 这样的子层 F 是唯一存在的.

定义 4.16. 这样的 F 被称为 E 的最大去稳定子层 (maximal destabilized subsheaf).

引理 4.17. 设 E 是 X 上的一个向量丛, 则存在一个整数 N(E)(依赖于 E), 使得对于任

意的凝聚子层 F ⊆ E, 我们都有 deg(F) ≤ N(E).

证明. 对 rank(E) 进行归纳. 如果 E 是一个线丛, 且同构于 OX(m), 那么任何非零子层

都可以写成 OX(n) 的形式, 其中 n ≤ m. 因此, 我们可以取 N(E) 为 max(deg(E), 0). 对

于任意的向量丛 E, 由于 X 是整体的, 我们可以将 E 嵌入 E⊗K 中, 其中 K 是 X 的函

数域的常值层. 因此, 我们可以从其像中选择任意元素, 得到一个由它生成的线丛 E′, 它

是 E 的一个凝聚子层. 令 E′′ = E/E′, 我们有以下正合列

0→ E′ → E→ E′′ → 0,

其中 E′,E′′ 的秩都小于 E. 通过归纳, 我们可以得到 N(E′), N(E′′), 然后令 N(E) =

N(E′) +N(E′′). 如果 F 是 E 的一个凝聚子层, 则 F 可以写成以下正合列的形式

0→ F′ → F → F′′ → 0,

其中 F′ = E′ ∩ F, 而 F′′ 是 E′′ 的一个子层. 由于 deg(F) = deg(F′) + deg(F′′), 我们有以

下不等式

deg(F) ≤ N(E′) +N(E′′) = N(E).

因此, N(E) 满足所需的条件.

定理 4.15的证明. 我们将通过证明存在性来完成证明. 设 E是 X 上的一个向量丛,我们

对 E 的秩进行归纳. 我们要找到最大的非稳定子层并证明其唯一性. 令 S 为所有有理

数 λ 的集合, 其中 λ = µ(F), F 是 E 的一个子层. 由引理4.17, S 有一个最大元 λ, 我们

选择秩最大的子丛 E′′, 其斜率为 λ. 请注意, 通过选择我们的方式, E′′ 的斜率为 λ 且是

半稳定的. 我们声称这个 E′′ 是唯一的. 否则, 假设 E′′ 和 E′′′ 是两个这样的子层, 则我们

有以下正合列

0→ I→ E′′ ⊕ E′′′ → E′′ + E′′′ u−→ 0,

其中 E′′ + E′′′ 是由 E′′ 和 E′′′ 生成的 E 的子层, u 是带有 ker(u) = I 的标准映射. 根据

命题4.11, E′′ ⊕ E′′′ 是斜率为 λ 的半稳定子层, 因此斜率 µ(E′′ + E′′′) ≥ λ. 但是 E′′ + E′′′
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是 E 的子层, 所以 µ(E′′ + E′′′) ≤ λ, 因此 µ(E′′ + E′′′) = λ, 但如果 E′′ 6= E′′′, 则秩会更高,

这与选择 E′′ 矛盾. 因此 E′′ = E′′′.

考虑 E′ = E/E′′, 它的秩比 E小. 根据归纳假设, E′ 有一个 Harder-Narasimhan分解

0 = E0 ⊊ E1 ⊊ E2 ⊊ · · · ⊊ Em = E′,

我们声称 E 有一个 Harder-Narasimhan 分解

0 ⊊ E′′ ⊊ E1 ⊊ E2 ⊊ · · · ⊊ Em = E,

其中 Ei 是 Ei 在 E中的原像. 根据构造,连续商是 E′′ 和 Ei/Ei−1,其斜率为 λ, λ1, . . . , λm,

我们将通过证明 λ > λ1 来完成证明. 如果否定, 即 λ = µ(E′′) ≤ λ1 = µ(E1), 则我们有

以下正合序列：

0→ E′′ → E1 → E1 → 0,

这意味着 µ(E1) ≥ λ. 这与选择 E′′ 矛盾.

4.3 向量丛和 F -等晶体

在这一节中我们引入一个“半线性”的代数结构 F -等晶体, 并且说明每一个 F -等

晶体都能够给出曲线 X 上的一个向量, 并通过分类前者从而给出后者的分类.

定义 4.18. 设 k 是特征为 p 的完全域, W (k) 表示 k 的 Witt 向量环, K = W (k)
[
1
p

]
表

示其分式域. 那么 k 的 Frobenius自同构诱导出 K 的自同构,我们用 ϕK 表示该自同构.

一个 k 上的 F -等晶体是一个配备了 Frobenius 半线性自同构的有限维 K 上的

向量空间 V：也就是说, 一个群同构 ϕV : V → V 满足对于 λ ∈ K 和 v ∈ V 有

ϕV (λv) = ϕK(λ)ϕV (v). 一个 F -等晶体的态射 f : V → W 是一个 K-线性映射, 它与

Frobenius-半线性自同态交换, 即 ϕW ◦ f = f ◦ ϕV .

例 4.19. 设 X 是一个光滑射影代数簇, 定义在一个完全域 k 上. 那么 (有理化后的) 晶

体上同调群 Hm
crys (X;W (k))[1

p
]具有由绝对 Frobenius映射 ϕ : X → X 诱导的 Frobenius

半线性自同构, 因此可以看作是关于 k 的 F -等晶体.

例 4.20. 设 d 和 h 是互质的整数, 且 n > 0, 令 V d
h
= Kh. 我们可以通过定义以下方式,

赋予 V 一个 F -等晶体的结构：

ϕV d
h

(x1, x2, . . . , xh) =
(
ϕK (x2) , ϕK (x3) , · · · , ϕK (xh) , p

dϕK (x1)
)
.
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这个 F -等晶体的特点是具有一个泛性质：给定一个从 V 到另一个 F -等晶体 W 的映射

(它是 K-线性的且满足 Frobenius 对应), 等价于给定一个属于特征值空间 Wφh=pd 的元

素.

定理 4.21 (Dieudonné-Manin 分类). 设 k 是一个特征为 p 的代数闭域. 那么：

• 在 k 上 F -等晶体的范畴是半单的. 也就是说, 每个在 k 上的等晶体都可以写成单

对象的直和.

• 在 k 上, 单 F -等晶体正好是形如 V d
h
的对象, 其中 d 和 h 是互质的整数且 h > 0.

给定在 Fp 上的一个 F -等晶体 D, 考虑 D ⊗W (Fp)
B 上的对角 Frobenius 作用

ϕ : D ⊗W (Fp)
B → D ⊗W (Fp)

B, v ⊗ b 7→ ϕD(v)⊗ ϕB(b).

我们能得到一个分次
⊕

n∈ZB
φ=pn-模, 记作

M(D) :=
⊕
n∈Z

(D ⊗W (Fp)
B)φ=p

n

.

例 4.22. 如果 D = Vh
d
, 则

M(D) :=
⊕
n∈Z

Bφh=phn+d

.

事实上, 考虑元素
∑h

i=1 ei ⊗ bi, 若它落在 (D ⊗W (Fp)
B)φ=p

n 中则有

pn(
h∑
i=1

ei ⊗ bi) = ϕ(
h∑
i=1

ei ⊗ bi) =
h−1∑
i=1

ei+1 ⊗ ϕ(b) + p−de1 ⊗ ϕ(bh),

比较系数得到对于任意 1 ≤ i ≤ h− 1 有

ϕ(bi) = bi+1, ϕ(bh) = pd+nb.

因此该元素被 b1 完全决定, 并且满足 b1 ∈ Bφh=phn+d .

对于一个分次
⊕

n∈ZB
φ=pn-模 M(D), 我们能够构造它在 X 上对应的凝聚层 ED.

例 4.23. 设 U ⊂ X 是由某个齐次元素 t ∈
⊕

n>0B
φ=pn 的零点集给出的仿射开子集. 若

D = V d
h
, 那么我们有以下结论：

ED(U) '
(
B

[
1

t

])φn=pm

= (ρ∗OXE
(m)) (U)
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其中 E 是 Qp 的无分歧扩张, 其次数为 n, ρ : XE → X 是投影映射. 由此可知, ED 是一

个度为 m, 秩为 n 的半稳定向量丛.

我们现在可以更加精确地陈述关于 X 上半稳定向量丛的分类定理.

定义 4.24. 令 µ 为一个有理数, 我们将其写作 µ = m
n

, 其中 m 和 n 互质且 n > 0. 如果

一个 Fp 上的等晶体 V 与例子 5 中的等晶体 Vm
n
的直和同构, 则我们称 V 的同构斜率

为 µ 的等晶体.

例 4.25. 一个 Fp 上的等晶体的同构斜率为 0, 当且仅当它与 K 的若干个拷贝之和同构.

在这种情况下, 向量丛 EV 是若干个 OX 的拷贝之和：即它是 X 上的平凡向量丛.

注 4.26. 根据 Dieudonné-Manin分类,每个 Fp 上的等晶体 V 都可以唯一地分解为不同

斜率的同构斜晶体的直和.

定理 4.27. 1. 对于 X 上的每个向量丛 E, 其 Harder-Narasimhan 滤过都是可分解的：

即, E 可以表示为若干个半稳定向量丛的直和 (非唯一).

2. 对于每个有理数 µ, 构造

D 7→ ED

诱导了一个范畴的等价

{同构斜率为 µ 的等晶体}op → {斜率为 µ 的 X 上半稳定向量丛}

注 4.28. X 上的每个向量丛 E 都可以通过以上构造从某个 Fp 上的等晶体 V 得到.

推论 4.29. 设 E 是 X 上斜率为 0 的半稳定向量丛, 则 E 是平凡的 (即它是若干个 OX

的拷贝之和).

我们以证明 Fargues-Fontaine 曲线是几何单联通的结束这一节.

定理 4.30. Fargues-Fontaine 曲线 X 是几何单连通的：即, 投影映射 X → Spec (Qp) 诱

导了平展基本群的同构 π1(X)→ π1 (Spec (Qp)) = Gal (Qp). 等价地, 沿着投影映射的拉

回

X → Spec (Qp)

诱导了一个范畴的等价

{ Spec (Qp)的 étale 覆盖} → { X的 étale 覆盖}.
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我们需要以下引理：

引理 4.31. 设 E 和 E′ 是 X 上斜率分别为 µ 和 µ′ 的半稳定向量丛, 则张量积 E ⊗ E′

是半稳定的 (斜率为 µ+ µ′).

证明. 根据分类定理, 我们可以假设不失一般性地 E = ρ∗OXE
(d), 其中 ρ : XE → X 是

某个 Qp 有限扩张 E 的投影映射. 然后, E⊗E′ = (ρ∗OXE
(d))⊗E′ = ρ∗ (OXE

(d)⊗ ρ∗E′).

由于函子 ρ∗ 和 ρ∗ 保持半稳定性, 我们只需证明张量积函子 OXE
(d) ⊗ • 保持半稳定性,

这很容易从定义证明.

定理4.30的证明. 设 ρ : X̃ → X 是一个有限平展覆盖, 我们希望证明 X̃ 可以唯一地

写成 X ×Spec(Qp) Spec(E) 的形式, 其中 E 是一个平展 Qp-代数 (即, 是 Qp 的有限扩

张的积). 设 A = ρ∗OX̃ , 并令 E = H0(X,A)(因此 E = H0
(
X̃,OX̃

)
是 Qp 上的一个

代数). 为了完成证明, 我们只需证明规范映射 E ⊗Qp OX → A 是一个同构 (这迫使

X̃ ' X ×Spec(Qp) Spec(E), 进而迫使 E 是一个平展 Qp-代数). 等价地, 我们希望证明向

量丛 A 是平凡的.

根据分类定理, 我们只需证明 A 是斜率为 0 的半稳定向量丛. 我们首先观察到, 由

于 ρ 是一个有限平展态射, 迹配对 A⊗A→ A
tr→ OX 是非退化的, 因此向量丛 A 与其

对偶 A∨ 同构. 由于 deg(A) = − deg (A∨), 因此 deg(A) = 0, 从而 A 的斜率为 0. 假设

A 不是半稳定的. 令 A′ ⊆ A 为 A 的 Harder-Narasimhan 滤过的第一步. 则 A′ 是斜率

为 µ > 0 的半稳定向量丛. 此外, 对于每个斜率大于 µ 的半稳定向量丛 E, 所有从 E 到

A 的映射都是零. 根据引理 2, 张量积 A′ ⊗A′ 是斜率为 µ+ µ > µ 的半稳定向量丛. 因

此乘法映射

A′ ⊗A′ ↪→ A⊗A
m→ A

是零映射. 设 U ⊆ X 是一个仿射开子集, 上面的向量丛 A′ 有一个非零截面 s. 那么 s

可以视为一个在概形 X̃ ×X U 上的非零正则函数, 满足 s2 = 0. 这是不可能的, 因为概

形 X̃ ×X U 是既约的.

推论 4.32. 沿着投影映射 u : X → Spec (Qp) 的拉回诱导了一个范畴等价：{
带有 Gal(Qp) 连续作用的有限阿贝尔群

}
→
{
X 上的平展局部系统

}
.
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附录 A 进制空间

我们省略所有证明并参考文献 [Hub93] 和 [Hub94].

A.1 拓扑空间

我们回顾一些符号. 设 A 是一个拓扑环. A 的子集 B 被称为有界的, 如果对于 A

中的每个 0 的邻域 U , 都存在一个 0 的邻域 V , 使得 V B := {v · b | v ∈ V, b ∈ B} ⊆ U .

一个元素 a ∈ A 被称为 A 的幂有界元素, 如果集合 {an | n ∈ Z≥0} 是有界的. 设 A◦ 表

示 A 的幂有界元素的集合. 一个元素 a 是 A 中的拓扑零元, 如果 (an | n ∈ Z≥0) 构成一

个零序列. 设 A◦◦ 表示 A 的拓扑零元素的集合.

如果存在一个理想 I 满足 {In | n ∈ Z≥0}是 0的一个基本邻域系,则环 A被称为进

制, 同时这样的理想被称为 A 的一个定义理想. 对于 A 的子集 S 和 T , 我们定义 S · T

为由形如 s · t 的元素 s ∈ S 和 t ∈ T 生成的 A 的子群.

定义 A.1 (Huber 环, [Hub93]). 如果存在 A 的子集 U 和 U 的一个有限子集 T , 满足

{Un | n ∈ Z≥0} 是拓扑群 (A,+) 的 0 的一个基本邻域系且 T · U = U2 ⊆ U , 则拓扑环

A 被称为 Huber.

注 A.2. 这里基本邻域系是指在加法群结构下通常的加法邻域系.

很容易发现, 每个带有有限生成的定义理想的进制环都是 Huber 环. 但并非每个

Huber 环都是进制环. 然而, Huber 证明了以下结果：

定义 A.3. 如果 A 的子环 A◦ 是开集且在 A 上的子空间拓扑下是进制的, 则 A◦ 被称为

Huber 环 A 的一个定义环.

命题 A.4 (命题 1, [Hub93]). 设 A 是带有定义中所述 U, T 的 Huber 环. 则 A 的子环

A◦ 是定义环当且仅当 A◦ 在 A 中是开集且有界的. 特别地, 设 W 是 A 中由 U 生成的

加法子群, 则 Z · 1 +W 是一个开集且有界的子环, 因此每个 Huber 环都有一个定义环.

通过这个命题, 我们可以将 Huber 环看作是一个二元组 (A,A◦), 其中 A 是一个拓

扑环, A◦ 是一个带有定义理想的定义环. 我们称 A◦ (resp. I) 为 A 的定义环 (resp. 定

义理想), 如果不会引起歧义. 或者等价地, 我们可以将 A 上的拓扑视为在 A◦ 上的进制

拓扑给出的. 注意, 如果选择不同的定义环, A 上的拓扑可能会有所不同.

现在我们讨论进制谱. 首先我们回顾一些关于谱空间的符号.

命题 A.5. 设 X 是一个拓扑空间. 则以下陈述等价：
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1. X 是一个谱空间, 即 X 同胚于某个环 Spec A.

2. X 是拟紧的, 有一个稳定于有限交的拟紧开集基, 并且每个不可约闭子集都是唯一

点的闭包.

Zariski 谱 A 7→ Spec A 是从环范畴到谱空间范畴的一个反变函子. 类似地, 使用环

的赋值我们将构造一个从拓扑环范畴到谱空间范畴的反变函子.

设 Γ 是一个全序可数阿贝尔群, 用乘法记号表示. 我们添加一个元素 0 到 Γ 中并

将乘法和 Γ 上的全序扩展到 Γ ∪ {0} 中, 令 α · 0 = 0 · α = 0 且 0 ≤ α 对于所有的

α ∈ Γ ∪ {0} 均成立.

定义 A.6. 设 v : A→ Γ ∪ {0} 是一个值域为 Γ ∪ {0} 的 A 的赋值, 则满足以下条件：

1. v(0) = 0 且 v(1) = 1.

2. 对于所有 x, y ∈ A, 有 v(xy) = v(x)v(y).

3. 对于所有 x, y ∈ A, 有 v(x+ y) ≤ max(v(x), v(y)).

设 v : A→ Γ ∪ {0} 是一个赋值. 由 Im(v) 生成的 Γ 的子群称为 v 的值群, 记为 Γv.

集合 supp(v) := v−1(0) 是 A 的一个素理想, 称为 v 的支集. 赋值 v 可以唯一分解成

A −→ K
v−→ Γ ∪ {0},

其中 K := Frac(A/supp(v)), v 是 K 上的一个赋值. 我们将 v 的赋值环记为 A(v), 即

A(v) = {x ∈ K | v(x) ≤ 1}. 如果满足以下等价条件, 则称两个赋值 v 和 w 是等价的：

1. 存在一个有序单调同构 f : Γv ∪ {0} → Γw ∪ {0} 使得 w = f ◦ v.

2. supp(v) = supp(w) 且 A(v) = A(w).

3. 对于所有 a, b ∈ A, 有 v(a) ≥ v(b) 当且仅当 w(a) ≥ w(b).

设 A 是一个环（不一定是拓扑环）. 我们将 S(A) 表示为 A 的赋值等价类的集

合. 设 T 是由形如 {v ∈ S(A) | v(a) ≤ v(b) 6= 0} 的集合生成的拓扑. 我们称拓扑空间

Spv A := (S(A), T ) 为 A 的赋值谱. 由于上述等价条件, 我们有以下集合之间的双射：

Spv A←→
{
(p, [v])

∣∣∣ p ∈ Spec A, v̄ 在 Frac(A/p) 上的赋值
}

其中 [v] 表示 v 的等价类.

命题 A.7 (命题 2.2, [Hub93]). 空间 Spv A 是一个谱空间.
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现在我们假设 A是一个 Huber环,则 A的赋值 v 称为连续的,如果对于每个 γ ∈ Γ,

存在 0 的一个邻域 U , 使得对于任意 u ∈ U , 都有 v(u) < γ. 我们将 Cont A := {v ∈

Spv A | v 连续} 称为 A 的连续赋值.

定理 A.8 (推论 3.2, [Hub93]). Cont A 关于 Spv 诱导的拓扑是谱的.

然而, 记号 Cont A 仍然距离我们最终的进制空间模型还有一步. 在许多情况下, 空

间 Cont A 仍然有一些我们需要摆脱的点. 例如, 考虑环

Qp〈T 〉 :=
{
f ∈ Qp[[T ]]

∣∣∣ f =
∑
n≥0

anT
n, an ∈ Qp, an → 0

}
它的定义环为 Zp〈T 〉, 定义理想为 pZp〈T 〉. 在 Tate 的设置中, 我们可以将极大谱

Spm Qp〈T 〉 识别为 Qp 上的闭单位元. 对于 Qp〈T 〉 的每个极大理想 m, 商环 Qp〈T 〉/m

是 Qp 的有限扩张, 我们可以将 p-进赋值扩展到 Qp〈T 〉/m 上. 因此, 存在一个映射

Spm Qp〈T 〉 → Cont Qp〈T 〉. 但是后者包含比我们预期的要多得多的点. 我们可以定义

一个点 x+ ∈ Cont Qp〈T 〉 如下：令 Γ = R≥0 × γZ, 其中的序由 1 < γ < α 确定, 其中

α > 1 是任意实数. 现在通过以下方式定义 x+：

Qp〈T 〉 → Γ,
∞∑
n=0

anT
n → sup

n≥0
|an|γn.

因此, x+ “认为” T 比 1 大一个无穷小量. 类似地, 我们可以定义一个 x−, 它比 1 还要

小. 由于我们期望 Cont Qp〈T 〉 是单位闭圆盘, 因此 x+ 不应该包含在其中. 为了达到这

个目的, 我们要求所有连续赋值都将 A 的一个子环映射到 Γ≤1 ∪ {0}.

定义 A.9. 设 A 是一个 Huber 环, A+ 是 A 中的一个开积和整闭子环, 那么 A+ 是 积分

元素环, 一个 Huber 对指的是一个形如 (A,A+) 的二元组, 其中 A 是 Huber 环, A+ 是

A 的一个积分元素环. 我们定义

Spa (A,A+) :=
{
v ∈ ContA|v(a) ≤ 1 ∀ a ∈ A+

}
,

其中拓扑是 Cont A 的诱导拓扑.

注 A.10. 从现在开始, 我们将把每个赋值 x ∈ Spa (A,A+) 看作“点”, 因此对于每个

f ∈ A, 我们用 |f(x)| 表示 f 在 x 处的赋值. 为了简化, 有时我们会写成 Spa A. 需要注

意的是, 如果我们选择不同的 A+, 则 Spa A 中的点也会随之变化. 在前面的例子中, 空
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间 Spa (Qp〈T 〉,Zp〈T 〉) 不包含 x+, 而 Spa (Qp〈T 〉, A++) 包含它, 其中

A++ =
{ ∞∑
n=0

anT
n ∈ Zp〈T 〉

∣∣∣ |an| < 1 ∀ n ≥ 1
}
.

事实上, Huber证明了一个更一般的结论：设 FA 是 Cont A的 pro-constructible子

集的集合, 它们是以下形式的集合的交集：{x ∈ Cont A | |f(x)| ≤ 1}, 其中 f ∈ A. 设

GA 是 A 的子环的集合, 它们是 A 的开积和整闭子环（注意到 A◦ ∈ GA）. 那么以下定

理成立：

引理 A.11 (定理 3.3, [Hub93]). 映射 σ : GA → FA, G 7→ {x ∈ Cont A | |g(x)| ≤

1 for g ∈ G} 是双射, 其逆映射 τ : FA → GA, F 7→ {f ∈ A | |f(x)| ≤ 1 for x ∈ F}.

设 (A,A+) 是一个 Huber 对. 对于形如

R(
T1
s1
, · · · , Tn

sn
) :=

n⋂
i=1

{
v ∈ Spa A

∣∣∣ v(ti) ≤ v(si) 6= 0 for all ti ∈ Ti
}

其中 s1, · · · sn ∈ A 以及 T1, · · · , Tn ⊆ A 是 A 中的有限子集, 且对于 i = 1, . . . , n, 都有

Ti · A 在 A 中是开集, 则称其为有理集.

定理 A.12 (Huber 在 [Hub93] 中的定理 3.5). (1) Spa A 是一个谱空间.

(2) 有理集构成 Spa A 的一个拓扑基, 且每个有理集都可以在 Spa A 中表示为构造集.

(3) 对于任意 Spa A 的有理集 U , 都存在一个元素 s ∈ A 和一个有限子集 T ⊆ A, 使得

T · A 在 A 中是开集, 并且 U = R(T
s
).

注意到 Spa 的构造是函子性的. 我们定义 Huber 对之间的态射 ϕ : (A,A+) →

(B,B+) 为连续环同态 ϕ : A→ B 满足 ϕ(A+) ⊆ B+. 一个 Huber 对之间的态射可以诱

导出谱空间之间的态射 Spa B → Spa A.

定理 A.13. 规范映射 g : Spa Â → Spa A 是一个同胚, 其中 Â 是 A 的完备化, 且它把

有理集映射为有理集.

注 A.14. 对于 K/Qp 上的 Tate 代数, 即一个 K-代数 A 并配以一个满射

K〈T1, · · · , Tn〉↠ A,

我们有以下结论 [Hub93]：

(1) 存在一个自然的映射

Spm A→ Spa A,
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其中 Spm A 是 A 的最大谱. 这个映射的像在 Spa A 的构造拓扑下是稠密的.

(2) 如果 X1, X2 是 Spa A 的构造子集且 X1 ∩ Spm A = X2 ∩ Spm A, 那么 X1 = X2.

(3) 在刚性解析几何中, 我们可以给 A 配以一个 Grothendieck 拓扑 JA. JA 的层范畴与

Spa A 的层范畴是自然同构的.

(4) 在 [Sch11] 中, 给出了 Spa K〈T 〉 上点的分类结果.

A.2 结构预层

现在我们的目标是定义一个在 X = Spa (A,A+) 上的“解析函数”结构（预）层,

其中 (A,A+) 是一个 Huber 对. 在代数几何中, 我们定义 Spec A 上的结构层的策略是：

首先定义 OX(D(f)) 上的函数, 其中 D(f) 是由 f 定义的一个主开集；然后对于任意开

集 U , 我们将其截面定义为 D(f) 上截面的逆极限.

类似地, 我们为有理集 U =
⋂n
i=1{v ∈ Spa A | v(ti) ≤ v(si) 6= 0 for ti ∈ Ti} 定义

OX(U). 当然, A 中的每个元素都可以定义 U 上的解析函数；s1, · · · , sn 也应该定义一

个解析函数, 因为它们在 U 上可逆. 此外, 这些解析函数在“取极限”时是完备的, 因此

我们需要在 As1···sn = A[ 1
s1
, · · · , 1

sn
] 上定义一个拓扑, 并将 OX(U) 定义为在此拓扑下的

As1···sn 的完备化.

定义 A.15. 设 A 是一个 Huber 环, s1, · · · , sn ∈ A, T1, · · · , Tn ⊆ A 是 A 的有限子集,

满足 Ti ·A 在 A 中是开集. 设 A◦（resp. I）是一个定义环（resp. 理想）. 设 Y 是分数

环 As1···sn 的群拓扑, 满足 {
In · B

∣∣∣ n ∈ N
}

是 0 的一个基本邻域, 其中 B 是 As1···sn 的子环 A◦[ ti
si
| ti ∈ Ti]. 则 T 是一个环拓扑, 并

且与 A◦ 和 I 的选择无关. 拓扑环 As1···sn 记作 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
). A(T1

s1
, . . . Tn

sn
) 的完备化记作

A〈T1
s1
, . . . Tn

sn
〉.

设 A4 = (A,A+) 是一个 Huber 对, s1, · · · sn ∈ A, T1, · · · , Tn ⊆ A 是 A 的有限

子集, 满足 Ti · A 在 A 中是开集. 设 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
)+ 是 As1···sn 中 A+[ ti

si
| ti ∈ Ti] 的积,

即 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
)+ 是 As1···sn 中 A4(T1

s1
, . . . Tn

sn
) 的积. 则 A(T1

s1
, . . . Tn

sn
) 是 A(T1

s1
, . . . Tn

sn
) 的

整元环. 我们将 A4(T1
s1
, . . . Tn

sn
) 记作 (A(T1

s1
, . . . Tn

sn
), A(T1

s1
, . . . Tn

sn
)+), 将它们的完备化记作

A4〈T1
s1
, . . . Tn

sn
〉.

注 A.16. 我们对 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
) 的定义立即导出以下的泛性质：

(1) 拓扑环 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
) 是 Huber 环, 从 A 到 A(T1

s1
, . . . Tn

sn
) 的典范环态射是连续的, 并

且 h(si) ∈ A(T1s1 , . . .
Tn
sn
)∗, h( ti

si
) ∈ A(T1

s1
, . . . Tn

sn
)◦. 如果 f : A → B 是任何一个满足上
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述条件的连续环态射, 即 B 是一个 Huber 环, 使得 f(si) ∈ B∗, f( ti
si
) ∈ B◦, ti ∈ Ti,

那么 f 通过唯一的 Huber 环态射 f̃ : A(T1
s1
, . . . Tn

sn
)→ B 分解.

(2) 设 A4 = (A,A+) 是一个 Huber 对. 则从 A 到 Huber 对 A(T1
s1
, . . . Tn

sn
) 的典范环

态射 h 是连续的, 其中 h(s1) ∈ A(T1
s1
, . . . Tn

sn
)∗, h( ti

si
) ∈ A(T1

s1
, . . . Tn

sn
)+, i = 1, . . . , n,

ti ∈ Ti. 如果 f : A4 → B4 是 Huber 对之间的一个态射, 其中 B4 = (B,B+), 满

足 f(si) ∈ B∗, f( ti
si
) ∈ B+, i = 1, . . . , n, ti ∈ Ti, 那么 f 通过唯一的 Huber 对态射

f̃ : A4(T1
s1
, . . . Tn

sn
)→ B 分解.

定义 A.17. 我们定义 OX(R(T1s1 , . . .
Tn
sn
)) := A〈T1

s1
, . . . Tn

sn
〉.

设 U = R(T1
s1
, . . . Tn

sn
) 是 Spa A 中的一个有理子集. 标准映射 h : Â → A〈T1

s1
, . . . Tn

sn
〉

引出了一个连续映射 Spa(h) : Spa A4(T1
s1
, . . . Tn

sn
)→ Spa Â ' Spa A,它是一个同胚映射,

将 Spa A4(T1
s1
, . . . Tn

sn
)映射为 U . 此外,存在一个双射（通过 Spa(h)）将 Spa A4(T1

s1
, . . . Tn

sn
)

中的有理子集与包含于 U 的 Spa A 的有理子集相对应.

不同有理子集之间的标准映射是“相容的”,具体来说,设 U, V 是两个有理子集,其

中 V ⊆ U . 我们用 A4
U （或 A4

V）表示给定 U（或 V）的 Huber 对, 用 hX,U : A4 → A4
U

和 hX,V : A4 → A4
V 表示相应的标准映射. 那么存在一个 Huber 对之间的态射 hU,V :

A4
U → A4

V . 由于标准映射的通用性质, 我们有 hX,V = hU,V ◦ hX,U .

现在对于任意开子集 U , 我们定义

OX(U) = lim←−
V⊆U

V rational

OX(V ),

其中极限是在所有包含于 U 的有理子集 V 上取的. 因此, 我们得到了一个定义在完备

拓扑环上的进制空间 X = Spa A 上的预层 OX , 它的值域是完备的拓扑环.

对于每个 x ∈ Spa A, 我们以类似的方式定义了该点处的茎：

OX,x = lim−→
x∈U
OX(U) = lim−→

x∈U
U rational

OX(U).

对于每个包含 x 的有理子集 U , 赋值 x : A → Γx ∪ {0} 唯一地扩展为连续赋值 vU :

OX(U)→ Γx ∪ {0}, 从而扩展为赋值

vx : OX,x → Γx ∪ {0}.

因此,我们得到了一个三元组 (Spa A,OX , (vx)x∈Spa A),其中 Spa A是一个拓扑空间, OX
是定义在其上的完备拓扑环预层, vx 是 OX,x 上的赋值, 这将成为我们进制空间的模型.
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对于 Spa A 的每个子集 U , 我们定义

O+
X(U) =

{
f ∈ OX(U)

∣∣∣ vx(f) = |f(x)| ≤ 1 for x ∈ U
}
,

那么 O+
X 是 Spa A 上的一个环预层. 对于每个 x ∈ Spa A, O+

X 在 x 处的茎为

O+
X,x = lim−→

x∈U
O+
X(U) =

{
f ∈ OX,x

∣∣∣ vx(f) = |f(x)| ≤ 1
}
.

命题 A.18 ([Hub94] 中的命题 1.6). 1. 对于每个 x ∈ Spa A, 茎 OX,x 是一个局部环,

OX,x 的极大理想是 vx 的支集.

2. 对于每个 x ∈ Spa A, 茎 O+
X,x 是一个局部环. 我们有 O+

X,x = {f ∈ OX,x | vx(f) ≤

1}, 它的极大理想是 {f ∈ OX,x | vx(f) < 1}.

3. 对于 Spa A 的每个开子集 U 和每个 OX(U) 中的 f, g, 集合 {x ∈ U | vx(f) ≤

vx(g) 6= 0} 在 Spa A 中是开集.

注 A.19. 注意, 预层 OX 可能不是一个层, 参见 [Hub94] 第一节的结尾.

定义 A.20. 我们记 V 为以下范畴：对象是三元组 X = (X,OX , (vx)x∈X), 其中 X 是

一个拓扑空间, OX 是 X 上的一个完备拓扑环层, vx 是茎 OX,x 上的一个赋值；态射

f : X → Y 是局部环空间之间的态射, 且在茎上诱导的连续环同态 f ♯x : OY,f(x) → OX,x
与 vx, vf(x) 相容, 即 vf(x) = vx ◦ f ♯x.

仿解进制空间是 V 中的一个对象, 它同构于 Huber 对 (A,A+) 的仿解空间 Spa A.

进制空间是 V 中的一个对象 X = (X,OX , (vx)x∈X), 它在局部是仿解进制空间的形式,

即对于每个 x ∈ X, 存在一个开邻域 U ⊂ X, 使得 (U,OX |U , (vx)x∈U) 是仿解进制空间.

一个进制空间之间的态射 X → Y 是 V 中的态射.

我们将使用以下定理.

定理 A.21 ([Hub94] 中的定理 2.2). 设 (A,A+) 是一个 Huber 对. 如果 A 是一个强

Noether Tate 环, 则结构预层 OX 在 X = Spa(A,A+) 上是一个层, 因此 X 是一个进制

空间.
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